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第 一 章 ”运动 方程 
$1。， 广 闵 举 标 . 

质点 下 的 概念 是 力学 最 基本 县 念 之 ~。 质点 应 当 理 解 成 这 样 
了 购物 恒 ， 沼 措 屁 它 的 运动 上 时， 可 以 忽 酷 它 的 大 小 、 当 壬 ,这 秆 急 路 
与 于 题 的 具体 条 件 有 关 。 艾 如 , 当 研 究 行 星 园 穆 太阳 的 运动 时 ,可 
以 芽 行 星 潮 成 质点 ， 然而, 在 观察 它们 自转 的 时 钳 , 就 当然 不 能 这 
样 看 了 。 届 “ | | 

一 个 睦 点 在 空 章 的 位 定 由 宪 的 向 和 7 所 决定 ， 疝 熏 的 分 量 与 
贰 点 的 和 馆 收 尔 华 标 ,9 ?相合 了 对 二 间 的 币 南 


时 微 速 庆 ,而 二 实 微 商 久 - 时 做 时 点 的 加 迷 度 。 人 党 一 般 记 通用 的 
寿 痒 ,以 后 我 们 将 常常 用 字 过 上 为 的 一 点 琢 示 对 时 焕 的 徽 商 , 枫 如 
LA i 

汐 了 确定 由 广 个 质点 名 夏 的 体系 在 空间 的 位 置 , 应该 烙 定 训 
个 向 径 , 即 8 个 从 标 。 一 - 艇 把 为 了 单 值 地 确定 一 个 体系 的 位 甘 
所 必 希 烙 出 的 独立 量 的 数 H, 时 做 这 体系 的 自由 度 的 数目 。 在 上 。、 
波 的 慷 况 下 , 这 个 数 月 等 于 3 。 这 些 最 不 一 定 是 费 点 的 稍 - 卡 泵 
些 标 , 模 据 章 题 的 条 件 , 有 了 时 选择 某 一 种 其 他 的 坐标 可 能 会 更 加 万 
便 。 是 以 描写 (上 共有 个 自由 度 的 } 体系 位 填 的 仔 意 8 个 景 
体系 的 广义 标 标 ,而 微 商 由 草 基 才 的 广义 如 
度 .… , 本 
”四 “我 俏 世 后 将 稳 党 用" 灿 学 ”市 来 代 蒜 末 汪 < 村 点 2 

《二 


但 是 :在 某 种 意义 上 来 丽 , 葵 出 广 浆 学 标的 数值 ， 还 不 能 决 害 
体系 在 蔷 时 到 的 “力学 状态 ”， 因为 那 开 不 能 预 蜡 体系 在 下 一 个 时 
副 的 位 置 。 在 稳定 了 举 标 数 慎 的 情况 下 ,体系 可 以 具有 性 意 巡 度 ， 
而 由 于 速度 的 不 同 , 体系 在 下 一 个 时 齐 (也 就 是 谣 ， 类 过 无 兴 小 的 
时 间 委 隔 Qt 后 ) 的 位 甘 由 将 不 一 样 。 

实验 自明 ,局 同时 苔 定 所 有 的 坐标 与 韦 度 就 能 完全 确定 体系 的 
状态 ;并 且 在 原 副 上 二 可 以 预 营 它 以 后 的 运 涝 。 从 数学 的 观点 来潮 ， 
这 惑 是 脱 , 熔 定 在 某 一 -时 草 的 坐标 和 沁 度 也 就 里 什 地 确定 ] 了 在 扶 
时刻 的 加 速度 7。 

把 加 速 庆 和 坐标 、 这 度 联 系 起 来 的 关系 式 叶 做 运动 方程 。 对 
谓 数 9() 来 膏 , 这 基 一 个 二 挤 机 分 方程 、 这 此 方程 的 积分 在 原则 
上 上 可 忆 确 定 方 学 体系 的 运动 山道。 、 


2 远 动 方 稻 E 吝 一 闽 :] 


“#2， 最 小 作用 量 原理 
z 为 学 体系 的 运动 规律 的 最 一 般 的 形式 可 以 由 所 证 最 小 作用 量 


原理 (并 者 哈密 下 原理) 输出 。 根据 这 一 原理 ， 每 一 力 举 体 系 由 一 


定 的 画 数 ” 1 
Lg, gy ts ga， ga D) 

[或 简 己 为 Lg, 9 四 ] 来 描述 其 特性 ,、 而 体系 的 反动 湖 起 下面 

条 件 。 

假定 在 t= 反 和 # 一 所 的 时 划 ; 体 用 占有 两 个 确定 的 位 置 ,这 两 

”个 位 肯 分 别 由 两 粗 华 标 值 9 和 qm 决定 。 这 时 ，, 体 条 在 两 个 位 

“性 之 间接 照 使 积分 


mm 


了 2 
Le * ， 


包 ”为 ， 了 使 符 导 简便 起 让 ,我 俏 将 炸 澡 把 到 解 为 所 有 誉 标 全 由 ，…， 由 的 丑 合 
(网 梯 , 拒 旬 爱 作 所 有 车 席 的 集合 六 - ， 


[ 外 ”最 小 作用 最 原 至 3 


有 最 小 可 能 什 0 的 方式 运动 。 图 数 荆 里 柚 该 体系 的 盾 检 朋 天 日 覆 
数 ,而 积分 42, 媳 期 对 做 作用 县 

挤 格 误 委 丽 数 仅仅 包含 7 和 g， 而 不 包含 更 高 裔 的 各 商 4, 
一 ,这 一 悄 池 这 明了 为 学 状态 完 信 由 好 定 的 坐标 与 津 度 所 决 训 。 
这 下 是 在 前 面 已 翅 提 到 延 的 事实 、 

更 在 我 们 来 推 娃 确定 各 俐 2, 最 小 值 的 微分 万 释 为 了 角 
化 公式 的 叫 写 ,我们 先 假 污 体 争 具 有 一 个 上 由 度 ， 这 样 一 来 , 遍 训 
该 定 的 只有 一 个 夯 数 gt) 了 - 

假定 9=gQ) 正巧 是 使 S 有 概 小 值 的 冰 数 。 这 就 是 散 , 以 形 


如 
git) ol 人 
的 图 数 代 换 gt 如 时 .5 就 培 人 ， 其 中 , 89 是 在 从 六 到 加 整 个 时 立 
半 卫 下 部 很 丰 的 画 数 { 和 咀 做 效 数 gi 说 的 之 分 |、 谣 然 当 { 一 在 和 
1 一 石和 肝 , 所 有 用 堆 比 较 的 画 数 2,21 1 有 和 辐 的 人 9 机 4 
因而 应 项 有 
49) =67.21 =0 (2,8} 
纪 9 十 69 代 3 所 中 起 的 六 的 凌 化 用 著 . 


ts ; + = . , 
| Lintdg, gtdg, Hdt— | 2， 9g tas 


决定 。 这 个 差 按 69 和 69 (在 被 积分 式 子 内 ) 指 数 的 展开 式 是 从 一 
级 项 开 站 的 。 莹 些 项 的 总 和 等 泣 圭 是 S 为 极 小 值 人 的 必 村 条件; 
这 总 和 啦 做 积分 的 第 一 变 分 (通常 简称 为 变 分 )。 因 此 , 最 小 作用 
县 原理 可 以 号 戌 pp 


外 但 基 , 这 蕉 指出 , 效 样 表述 的 最 小 作用 芋 迪 型 对 于 全部 运动 坏 道 融 忱 求 汰 车 
不 是 任何 时 候 都 基 正 殉 的 , 而 只 基 对 了 于吉 遵 每 一 个 必 峡 小 的 郁 台 闻 是 正确 的 。 对 于 人 
滴 轴 道 ， 和 丙 务 起 是 可 能 共有 权 信 条 未 一 定 有 有 栋 小 值 。 但 是 这 - . 情 : 站 企 扒 导 设 动 太 积 
计 井 无 厦大 尖 汉 ,因为 洗 促 贷 族 用 J 了 杜 伺 条件。 

佬 一 般 示 就 ,是 为 可 隋 。 全 


Fa 基 动 方程 ”一举 1 


38 一 引 Ltg, 9 Dat=0, “9,4 
或 者 进行 变 分 后 ， 


| 人 + 7 0 。 


RR 二 89- 部 59 我 们 得 到 


”但 由 于 条件 (2,3)， 坟 中 第 一 项 消失 ,所以 , 当 3g 取 任 痊 什 的 


时 候 , 得 下 的 积分 应 喜 等 于 零 。 这 只 训 有 在 涂 积 分 的 式 子 恒 等 于 避 
的 情况 下 才 是 可 能 的 。 因 此 ,我 全 得 到 方程 


dah 5 
dt 2 站 全 


-小 具有 于 个 自由 上 接 时 ,在 最 小 作用 量 原理 中 就 该 儿 亨 地 半 分 
个 不 同 的 丽 数 4 如 。 显 然 ;这 时 我 们 将 得 到 3 个 方程 


oo py . | ， 
Ae Bo: Ag: =0 他 一 十， 2， ~ 8) 。 ‘(28) 


这 就 是 要 找 的 税 分 方程 , 在 力学 里 它们 图 做 村 椿 天 日 方程 2 。 很 
害 所 鞭 定 的 力学 体系 的 拉 格 郎 日 西数 已 灵 知 道 , 风 方程 (2,6) 确定 
. 加速 庆 、 这 度 和 举 标 沿 的 关系 ,也 就 是 褒 , 它 是 体 条 的 运动 方程 。 
从 数学 观点 来 看 ,方程 (2,6) 粗 矶 :个 未 知 图 数 东 人 提 的 s 个 
一 阶 方 程 的 方程 绥 。 让 个 方 稳 租 的 普 有 逼 解 包含 个 性 意 常 数 。 
为 了 决 害 这 些 常数 ,从 而 完全 确定 力学 体系 的 运动 ， 还 必须 知道 描 
写 体 条 企 某 一 痊 定 时 到 拘 状 态 的 初 巡 条 件 ， 例如 知道 所 有 人 L 标 与 
违 度 的 官 逢 。 . 
急 害 力学 体系 由 4 和 加 两 部 分 粗 戊 ,并 且 每 一 部 分 都 是 封 朋 


. TD 在 爷 沟 洗 决 定形 吉 外 光 的 积 苍 的 柱 秆 的 形式 届 查 的 变 耸 对 算 中 这些 并 
租 由 做 看 勒 方程 。 


性 作用 旺 原 于 5 


oe eee Fe mL ie mr mm mm oe ee — rr — 


的 ;因而 分 关 有 拉 格 妇 目 国 数 和 上 Ly， 这 时 在 权限 笛 形 下 , 当 
天 部 分 座 并 得 和 祝 运 , 这 宅 们 之 册 的 相 玉 作用 可 以 名 皮 不 许 时 ， 次 
个 伟 杀 的 拉客 般 瑟 画 数 趋向 德 展 
机 8 HnmL=ii+ Lyso i ,fF) 
搞 格 地 日 55 数 的 可 加 性 本 乌 潍 明 了 这 样 一 个 可 实 , 即 没有 棚 开 作 
用 的 诺 部 芬 中 的 任 一 部 分 的 运动 方程 不 可 能 包 全 属于 体系 另 针 部- 
分 的 这 . 
明 然 ,将 力学 体 杀 的 拉 格 骨 日 两 数 生 上 一 个 任 党 常数 这 种 作 
法 本 身 硅 水 反 映 窑 运动 万 程 十、 从 芝 里 好 像 可 以 得 出 很 重 让 的 不 
确定 性, 不 间 的 孤立 力 学 作 系 的 拉客 朗 日 次 数 可 以 弱 上 并 党 不 同 
的 常数 。 可 加 性 消 孜 了 这 种 不 确定 性 , 因 沁 只 焰 许 对 所 有 体系 
的 拉客 间 革 函数 请 时 夷 上 同一 个 常数 ,而 这 不 过 是 归 税 为 选择 这 
一 物理 量 其 度 单 位 的 任意 。 在 $ 4 中 我 们 还 强加 到 这 一 税 题 上 
来 。 
逊 必须 作 记 下 的 一 般 福 的 提示 。 我 们 米醋 究 油 个 丽 数 L(g， 
和 和 工 (g, 9, 肖 ， 两 者 相关 任意 一 个 从 标 与 时 阅 的 菠 数 了 了 (9, 站 
对 时 间 的 答 徽 两 : - 
L'il(g, 9 HD = Lig, 9, 六 十 本 gf lq, 起。 {2,8) 
利用 这 二 个 本 数 所 时 算 内 来 的 程 分 (2, 了 美式 ， 
S's | L(g, 0, Das) FA Jet ftg, f= 
=S+fg, to) — fg, t) 
联系 ,也 就 是 设 , 积 分 S' 和 5 相间 加 大, 渤 午 加 机 当 玫 办 作用 
最 时 ,是 要 消失 的 。 因 此 ,条 体 6S'=0 与 条 件 68 一 0 一致 ,从 而 运 
动 方程 的 形式 并 不 改变 ， 
在 吕 , 硝 守 拉客 央 日 琴 数 的 溢 确 展 是 得 可 所 招考 吐 和 坐标 
的 伍 写 沿 六 丛生 沿 . | 


4 起 动 方 各 [第 一 这 1 


§ 3 如 利 略 桐 对 性 原理 
为 了 研究 力学 现象 必须 选择 这 个 或 闻 个 计算 系 兢 。 一 般 来 
褒 , 在 不 网 计算 系 太 里 运动 规律 有 着 不 同形 式 。 假如 选取 一 :NE 
意 的 话 算 采 统 , 则 可 能 使 其 至 很 简 军 的 现象 的 规律 在 这 系统 里 下 
起 米 是 很 复杂 和 的。 自然 就 产生 了 竺 找 这 样 一 种 放 算 条 入 的 课题 ， 
在 这 种 计算 系统 里 力学 规律 性 暴 每 特别 简单 。 
对 于 任意 一 个 计算 系统 末 议 , 空 曙 并 不 是 均匀 的 和 各 向 同 性 
的 。 这 就 是 襄 , 邹 使 某 一 物体 并 不 与 其 他 物体 相互 作用 ,但 它 在 袜 
网 的 不 同位 置 和 让 的 不 辣 指向 在 力学 意义 上 并 非 等 效 的 。 在 一 般 
情况 下 ,这 也 适用 于 非 均 匀 的 时 间 。 名 是 坷 ,不 同 的 时 划 也 不 等 
效 , ;由 于 空 脂 与 时 则 的 这 些 性 质 在 椭 写 力学 现象 时 所 引 超 的 麻烦 “ 
是 县 而 易 兄 的 。 例 如 ,自由 的 (不 受 外 界 作用 的 ) 物体 不 可 能 静止 ， 
即使 在 某 一 时 草 物 体 的 速度 等 于 雾 ,但 在 下 一 寺 剂 物体 就 会 在 某 
一 方向 开始 运动 。 

然而 , 总 可 以 找到 时 样 的 计算 乘 畦 ,相对 于 泽 来 注 , 空间 是 均 
镁 的 和 各 向 同性 的 ,而 时 间 也 是 均匀 的 。 这 种 系统 二 侈 惯性 系 炉 。. 
特别 应 该 注 圭 的 是 ; 惯性 系 芋 里 ， 在 某 一 时 刘 遂 止 的 自由 物体 将 未 
远 静 止 ，， 

“关于 在 名 居 寻 算术 内 自由 运 汞 着 的 质点 的 拉 覆 衣 日 天数 的 
形式 , 现在 我 们 可 以 立刻 作出 一 些 炉 黄 。 宏 关 和 时 间 的 均匀 性 表 
- 明 ， 搞 格 朗 日 夯 数 瞩 不 能 显 合 点 的 向 径 7, 也 不 能 显 合 时 间 也 
就 是 呢 工 只 能 是 速度 也 的 画 数 。 由 于 衬 闻 的 各 向 同性 , 拉 阁 其 草 
避 直 也 不 机 能 与 名 基 的 方向 有 关 。 因 此 省 仅仅 是 该 向 是 相对 值 ， 
的 画 数 ; 即 速度 平方 0? 一 v2 的 而 数 : z - / 

LL -+ (8,D) 
让 于 所 阁 抽 日 信 数 与 Y 无关, 我 们 得 到 ” 


他 


La 3, 做 利 赔 外 对 性 原理 了 


-一 一 一 一 一 一 一 一 一 


一 
因此 入 格 户 日 方程 有 和 如 下 形式 人? : 
& aL 0 
df dD 
由 此 ， 一 常数 。 但 由 于 3 只 是 速度 企 方 的 两 数 , 从 此 得 出 
1 一 常数 ， (3,2) 


这 样 一 来 , 我 们 就 得 到 精 了 该: 在 惯 性 计算 系 移 内 ,一 切 白 由 运 
动 都 以 大 小 和 方向 此 不 改变 的 述 度 进行 将 。 这 一 和 祖 窒 构成 了 所 户 
- 慎 性 定律 的 内 容 

加 时, 除了 我 们 已 有 的 惯性 计算 系 碗 以 外 ,我 们 还 引入 男 一 爱 
饮 , 它 相沿 于 前 一 采 统 作 匀 津 直 烧 运动 . 则 由 对 于 这 一 新 条 统 的 自 
由 运动 的 规律 与 相对 寺前 一 桑 狗 的 自由 运动 的 规律 完 休 是 一 样 
的， 的 全 束 仍 将 等 速度 好 进 行 ， 

日 是 ,过 三 证 可 ;不 仅 月 由 运 一 的 规律 在 这 些 系 统 里 是 一 拌 

站 可 所 在 放学 的 所 有 其 他 广 廿 电 是 党 全 每 部 的 ， 因 此 ;着 生花 不 
区 一 个 ,天 是 无 穷 多 个 相生 项 相 对 作 着 纯 壕 朝 线 过 动 的 惯性 计算 . 
系统 ， 在 所 有 演 些 系 装 内 ,空间 与 时 间 的 性 质 是 一 样 的 ,全 部 力学 


”规律 也 是 一 样 的 。 放 一座 源 构 刻 了 力学 最 重要 的 原理 之 -一 一 所 
亡 傅 利 略 祖 对 性 原理 的 内 容 . 


上 面 所 讲 到 的 一 其 都 十 分 明 昆 地 证 明了 异性 旭 算 条 科 性 赛 的 . 
特别 、 由 于 这 些 性 质 的 关系 ,在 研究 力学 现象 时 ,照例 应 该 洒 用 这 
此 有 系 竺 ， 凡 后 ,在 没有 特别 作 桶 克 的 南明 时 ,我 他 将 仅 权 研究 镭 性 
计算 系统 。 

所 有 无 限 多 个 这 种 系统 的 力学 完全 等 效 性 问 时 改 明 ,并 不 在 


计划 攻 开山 牙 的 微 商 所 指 的 是 这 祷 抱 网 性 , 宅 的 委 甸 于 全 而 项 对 隆 击 最 和 
起 谢 1 


号 十 动 方程 [划一 " 素 ] 


在 任 全 一 个 比 其 他 系 六 页 优越 的 :条 对 ”计算 系 狐 。 
_ 蚊 有 两 个 不 同 的 计算 邓 航 匡 和 有 玉 和 ,其 路 ' 相 对 于 及 以 速度 
运 玛 , 同一 禾 点 在 系 匈 五 和 到 ' 里 的 华 标 7 程 ?' 相 括 之 间 由 关 . 
= . ) 
联系 着 。 在 这 里 我 倍 训 为 时 其 进程 在 一 个 计算 系统 里 是 一样 的 ， 
部 . 
$=# , | (3,4) 
关于 时 间 友 对 性 的 苦 证 是 绝 暴 力 概 念 的 汗 应 9 。 
到 式 (3,31，(3, 全 中 做 往 利 略 变换 ， 伯 利 略 相对 性 原 迎 可 以 
主义 居 要 求 力 学 运 于 方 种 相对 于 这 一 变换 不 变 。 


$ 4， 自由 质点 的 接 格 期 日 琴 数 
在 确定 拉 阁 朗 日 羡 数 的 形式 型 前 ,我 们 首先 看 一 下 最 简 审 的 
尔 吏 -一 一 质点 模 对 于 惯性 计算 条 就 的 自由 弃 动 。 我 们 在 上 面 已 独 
” 轩 到 ;在 这 种 情况 下 有 的 拉 格 盘 日 次 数 只 可 能 与 兴 度 向 量 的 村 方 有 
-其 。 我 便利 用 姥 和 了 酯 相对 性 原理 素 考 综 死 贾 数 关系 的 形式 ， 如 时 
”惯性 计算 系统 巨 以 无 限 小 的 让 你 3 相对 惯性 系统 天 ' 运动 , 刚 
多 二 信 革 8 、 因 为 运 劲 方 程 在 所 有 计算 系 入 里 记 该 有 同样 的 形式 ， 
所 应 经 过 这 样 的 变换 ， 拉 格 明日 而 数 荆 (2 应 该 变 为 坪 数 工 , 如 
果 后 者 不 罚 王 五 (2 , 最 多 也 只 能 引 莽 -一 个 伦 标 与 时 间 的 西数 的 
至 徽 南 (音节 了 水 )。 1 
于 是 ， 我 们 有 
— Liv y= LO taeY, 
和 
得 到 
轩 这 个 要 全 在 略 对 堆 为 噩 旺 是 冰 对 的 。 


[人 身 岂 发 避 的 抽 禾 莽 肯 数 9 


于 + 


所 克 全 项 只 有 和 密生 入 地 沟 扩 于 这 度 上 的 之 澡 下 地 号 时 


山 的 亲人 笋 商 。 因此 -六 与 涉 度 无 关 , 也 就 是 说 , 在 所 研究 的 情 


笠 烙 各 日 测 数 刁 深 度 符 太 成 正比 : 
五 一 人 0 
当 浊 行 逐 度 的 无 限 小 的 变换 时 ,上 王 滤 形式 的 近 格 项 日 图 数 浪 
中 侯 科 略 吉 对 和 性 原 理 , 从 此 可 以 页 接 得 用 霄 论 : 在 计算 节 镶 区 上 
有 限 淄 度 玉 相对 于 帮 ' 运动 的 镇 光 下 , 扩 格 训 壬 责 数 不 变 。 袖 际 
上 上， 


282 , 


一 人 
. 加 到 kh 1 
或 潜 M+ arV +a’t A “平和 


第 一 项 是 在 徽 栈 , 因 此 可 以 委 掉 。 -人 
党 最 6 一 喜 形 号 素 麦 承 , 记 以 自由 运动 阔 的 质点 的 控 格 世 
生 责 数 县 后 色 夏 


-hp 
- Ed 
L= (41) 


这 得 迄 证 。 出 于 拉 档 贿 日 曾 数 的 可 办 | 攻 ,对 手 没 癌 相 
所 有 有 的 转 点 抽检 戌 | 册 笨 有毒 ,我 柯 训 名 
= 3 3 


-el 


实在 的 | :$2 中 从 重出 ， 元 瑰 什么 时 棋 部 可 局 对 拉 入 
”有 画 数 乖 以 任意 常数 ,， 样 作 井 不 在 运动 方程 .上 反映 出来 。 半 十 
图 数 (4,2) 这 群 汪 就 相当 子 时 量 入 度 单位 的 收 变 。 但 是, 当 章 位 疏 


总 ”我们 将 忆 拉 了 字母 泪 是 前 负 的 儿 个 告 慌 种 为 和 慨 避 罗 由 指数 , 阶 办 淮 标 名 
号 况 指 数 用 字 者 i， 上 ,7 


。 是 2) 


0 -起动 7 和 [ 绞 - 识 


变 时 ， 不 疝 粒子 的 外 是 图 的 上 网 关 采 并 林 改 杰 ， 可 下 央 为 如此, 
子 的 蛙 量 寺 具 有 实在 的 物理 意义 。 

很 容易 看 出 , 摘 量 不 可 能 是 从 的 。 于 上, 委 指 最 相 作 用 最 万 
理 ,对 于 质点 从 空间 的 点 了 到 点 2 的 黄 实 运动 ,积分 


SS={ .a 
轩 有 福 小 值 。 横 器 必 点 首先 沿 羞 轨 履 很 快 离开 点 1， 然后 很 快 地 
， 系 近 点 2, 如 果 祝 质量 是 负 的 , 则 对 于 这 样 的 所 道 , 作用 晤 积分 可 
取经 对 做 性 注 大 的 负 什 , 也 就 是 襄 不 可 能 有 栋 小 值 下 。 

值得 指 册 ， 


(全 ) re | ， - (38 


因此 ,为 了 写 出 拉 格 舱 晶 铬 数 ,在 相应 的 华 标 系 里 撤 到 逆 元 长 朗 的 
在 方 就 足够 了 。 
例如 ,在 簿 卡尔 坐标 中 d 失 =dp? 二 dy*+d*， 因此 


”| z = 4, 4. 
在 是 柱 坐 标定 护 =d 寺 rg 车 d2， 出 素 
Ls tr 二 。 db 
在 蒜 形 集 标 中 c 一 人 十 ror sn ， 信 i 
= P+ rosin gs) (4,8} 


$5， 丑 点 系 的 拉 格 前 日 簿 数 
现在 我 全 来 研究 处 与 任何 外 界 物体 作用 ,而 只 互 祖 作 败 的 必 
点 体系 。 这 样 的 体 条 叫做 封 明 么 。 研 究 发 现 , 鞍 没有 相互 作用 的 


几 三 幕 8 页 注解 呈 中 所作 的 强暴 并 不 妨害 深 一 精 输 。 因 为 当 加 -0 了 时， 在 请 对 
于 的 半 A 赔 积 萎 者 不 可 能 有 述 小 售 . 


9 3 贯 点 当 的 拉 档 时 昌 西数 1 


时 点 东 :的 控 烙 凶 日 员 数 ( 4, 全 加 进 一 完 的 (与 相 斌 作 FE 攻 的 性 里 用 区 
的 ,学 标 的 曙 数 开 可 以 找 写 丑 点 天 的 棚 厅 作用 ， 若 用 卫 来 表示 这 
一 侍 标 蚊 数 ,我 们 可 丢 出 

b= 5- Ur., Fy iB, 1 


(是 第 个 愤 成 的 向 径 )。 这 就 是 在 山系 的 梓 格 明和 术语 妆 的 一 般 
形式 
本 数 辽 叫 做 贸 点 系 的 位 能 ,和 面 
rm ww 从 ba 


证 艇 动能 。 这 些 和 名称 的 意义 将 在 86 中 解释 ， 

位 能 仅仅 与 所 有 各 质点 在 同一 -时 草 的 分 布 有 : 关 这 -于 演 囊 
昌 它 何 赴 一 个 续 点 位 置 的 政变 立刻 就 反映 在 所 有 其 他 磺 点 上 ,所 
坟 可 以 说 , 相互 作用 瞬时 伟 播 *、 在 起 典 力 学 里 相 于 作用 的 这 种 
性 帘 蚌 不 可 游 弗 的 ;这 点 与 坡 典 力学 的 基本 前 提 时间 的 色 对 
隆 和 杉 利 略 原理 :有 和 善 密 二 的 联系 ， 如 果 生 相互 作 用 的 俏 插 不 是 盟 
时 的 ， 也 就 是 说 以 有 限 速 度 傅 播 的 话 , 肛 这 个 速度 在 不 同 的 ( 相 洒 
相对 运动 着 的 ) 计 算 系统 里 是 下 闻 的 ,内 为 上 时间 的 移 对 性 广 然 而 然 
季 就 意味 闫 可 以 把 通常 的 速度 和 枯 加 法 斯 适用 了 一 - 切 现 人 象 、 然 伪 ， 
这 样 一 素 、 有 相互 作用 的 物体 的 运动 规律 在 不 同和 的 ( 慌 性 1 系统 昔 
就 将 不 一 样 了 ,而 这 是 诞 反 相 对 性 原理 的 ， 

在 83 红 我 个 只 襄 了 时 电 拘 均 包 怪 、 控 格 同 日 丙 数 16, 了) 的; 
形式 裴 朋 ， 时 划 不 仅 是 雹 多 的 ， 而 红 基 者 向 箱 性 的 ,和 惠 就 足 贡 ， 它 的 
性 质 在 两 个 方向 上 都 是 --- 样 的 ， 事 实 [, 以 一 i 代 换 了 大 丰 改变 
扩 格 阳 旧 本数 ,因此 运 束 方程 式 也 不 敢 变 、 换 要 亲 说 ;假如 在 系统 
里 有 茶 人 运动 是 可 能 的 ， 天 相 太 议 运动 .名 廊 相反 入 到 次 坟 加 拌 这 


他 这 一 论点 居于 木 得 所 角 浴 的 经 积 ( 示 裕 对 窒 ) 力学 范 巍 。 


419 , 千 动 方程 和 i “ 洗 ] 


一 


此 状 志 的 运动 也 肯定 是 可 能 的 。 就 这 个 章 义 而 本， 拓 妥 经典 力学 


完 律 进行 的 一 切 运 动 都 是 可 适 的 。 
知道 了 拉 格 关 且 卫 数 ,我 们 就 可 以 写 出 运动 方程 式 
a aL _aL 人 


人 ArT,° 


将 悟 ,全 代 大 此 式 , 得 到 上 
本 人 _ -aeU (6 ,3 


这 种 形式 的 运动 方程 时 牛顿 方程, 它 是 斤 写 有 相互 作 用 的 质点 条 
20 的 尖 用。 方程 式 二, 助 右 矿 的 向 其 


也 = 一 和 (6,4) 


咱 例 作用 在 第 e 个 质点 于 的 力 。 它 与 吕 一 样 只 优 申 于 全 部 粒子 的 
堂 标 , 而 和 它们 的 速度 无 美 。 因 忠 , 方程 式 (5, 和 9 表明 粒子 的 加 连 
庚 向 量 只 是 华 标 的 负数 。 

确定 位 能 这 个 量 的 准确 度 是 到 可 以 加 上 任 总 常 数 ， 加 上 任意 
常数 并 不 改 实 运动 方程 式 (这 是 在 $2 末 所 多 的 拉 格 妆 日 画 数 多 
从 性 的 特殊 精 驶 ) 。 这 个 常数 最 自然 的 和 一 般 通 用 的 选择 办 法 是 
使 得 当 增 大 质点 着 的 距 资 时 位 能 趋向 于 辟 ， 

”如 果 用 于 指 二 运动 的 不 是 以 点 的 向 卡 东 誉 标 ,而 是 任意 广 
坐标 4， 天 为 了 得 到 拉 格 雇 日 画 数 必须 进行 相应 的 变 议 


和 一 “= 时 1 9 等 等 。 
将 这 些 家 示 式 代 人 而 数 
| re DU 
我 们 得 阐 如 下 形式 的 所 要 求 的 拉 烙 朗 日 三 数 : 
La od UD ， 她 占 


其 中 ax 只 是 学 标的 西数 。 在 广义 坐标 里 动能 仍然 是 速度 的 一 次 


由 二 


于 和 #1 偶 点 有 的 接 格 期 且 面 数 1 从 


计数 ,但 省 也 可 能 舍 昨 于 坐标 。 | 

漳 直 廊 为 止 驴 们 只 腾 了 封 了 用 炙 。 现 太 我 倍 素 一 否 与 开 一 体 
膝 洗 入 互 作用 的 非 封 闭 孙 4, 裔 体系 B 的 送 动 是 已 和 凶 的 , 丰 这 种 冉 
光 下 我 们 就 哎 , 采 靳 4 在 狂 定 的 《 潜 竹 并 所 竹下 的 ; 外 扬 内 运动 。 
由 于 运动 方程 式 是 从 最 小 作用 咎 原理 ,用 对 牌 个 坐标 * 冯 把 其 会 的 
党 标 沽 作 好 像 是 蕊 知 的 ) 独 了 变 分 的 办 法 导出 的 , 愤 以 我 们 可 以 利 
轩 束 个 作对 4 十 如 的 拉 格 病 昌 玖 数 工 玉 求 得 体 肝 4 的 拉 桔 裔 日 丙 
徐工 :, 面 把 芒 中 的 华 术 cs 用 已 知 的 时 有 间 而 数 来 代 茜 旺 ， 

盘 定 体系 4 小 8B 是 封 亲 的 , 姑 有 

T= qa Porn ge 一 条 (oa ; 8)， 
如 之 磺 吓 体 活 4 和 8B 的 动能 ,机 第 三 伟 是 它们 联合 的 位 能 。 以 已 
知 的 时 间 淹 数 代 元 91， 卉 去 控 具 与 时 提 有 关 ( 全 而 宇 是 男 外 基 一 
时 办 语 数 的 从 签 商 :的 项 人 (qs (0 ， 45 人 0) ,得 到 
Li=T (lg: oq — Ua Oatt))., 


所 护 号, 交 况 点 仅仅 在于 现在 的 位 龙 可 能 站 接 依 顾 于 时 关 。 
因此 ,在 外 副 中 运动 的 妖 上 的 扫 格 遍 月 范 数 鬼 莹 通 形 式 是 
LMU, Di [65,6) 


铂 和 运动 石 程式 是 
m= — 0 [5,7 


如 困 在 增 内 所 有 省 点 ,一 个 粒子 部 受到 同 群 的 作 岂 为 钱 , 那 末 
这 样 的 浇 叶 做 均匀 场 。 很 明 灵 ,在 这 种 场 里 的 位 能 等 地 
. U=~ 局 六 5 ;3) 
在 青 康 未 贡 肝 ,我 们 对 演 铬 请 日 方 稳 式 在 各 巷 只 你 融 题 工 的 
运 提 你 各 下 的 洲 明 。 释 常 不 得 不 态 到 这 样 的 力学 体系 , 在 这 些 休 


旺 ”四 亲信 对 如 的 湛 训 丰 已 后 的 一 一 洒 省 往 。 


了 过 活动 方程 : 一 1 


条 音 物体 师 (优点 阐 ) 的 相互 作用 有 所 组“ 车 东 "的 性 次 , 邵 其 有 限 
制 物体 相 革 位 佣 的 性 质 。 实 际 上 这 种 煌 束 是 通过 系 伍 物体 的 各 种 
样 、 线 、 钱 鲁 等 来 洋 现 的 。 这 一 状 观 输 运 动 部 来 了 新 的 因素 , 即 多 


随 着 物体 的 运动 , 在 它 傅 相 下 捷 触 的 地 方 有 说 著 ， 有 由 江 这 个 原 


因 , 一 般 米 说 ， 滑 题 就 超出 了 邵 粹 力学 的 范围 ( 见 $ 25) ， 但 是 在 
很 名 情况 下 体系 的 府 擦 是 很 弱 的 , 以 到 可 凡尘 全 忽略 守 对 和 让 动 的 
影响 。 伐 如 再 能 外 天 体系 的 :联系 物 ”的 民生 , 基 联 系 掀 的 作用 就 和 


尝 妇 畏 为 融 少 体 芭 的 自由 度数 * (比较 3 对 个 自由 度 而 首 )。 在 这 

种 情况 下 , 为 了 确定 运动 肥 可 以 利用 全， 外 形式 的 村 格 朗 ey 

它 的 独立 )” 义 华 标 的 数目 等 二 实际 的 自由 度数 目 日 。 、 
习题 


琶 求 下 列 各 种 体 又 位 于 均 名 重力 志 《重力 加 速 陛 为 乡 ) 中 的 控 格 日 映 


数 。 
1. 六 加 灾 搂 (图 1 。 


9 和 9 联 作 华 标 。 这 时 对 证 质点 mm 我 机 有 
一 . 
让 = 委 m 人 ii， 
= — mg os py 

为 了 求 得 第 二 个 质点 的 动能 我 们 用 角 9: 和 的 
来 志 示 它 的 笛 卡 尔 下 村 zzy wi (从 标 的 原点 在 县 
碟 ; 炽 # 认 如 本 志向 向 下 ): 

Kyl Sin pr tla sinwmes Heh OnS qr hy PO pa 
这 样 ; 我 们 得 到 

1 =) = os (ma — v0) bi] 


” 最 后 可 禄 到 


所 ”这 息 作 所 措 的 ( 蔓 末 "是 摘 所 谭 ' 光 械 焰 素 "( 伴 见 335) 一 尖 者 注 。 


解 : 将 钱 肛 和 1 与 译 站 方向 之 取 所 址 的 角 


FS 区 四 襄 系 的 波 裕 剧 日 画 数 1 


一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


下 中 地 
= 2 和 | Fatrterpa to — Ta) 二 


+ i gh tor Pa ad OS Fa = 
2. 于 最 为 os 的 平面 押 ， 冤 的 最 点 【 商 景 ?4) 可 以 语 水 平 填 线 迁 苔 (区 
2)e 
解 : 人 人 筑 点 贡 ) 的 尘 标 2 和 抄 的 绑 与 陪 宦 方 问 之 赔 的 丑角 ww 可 得 到 


j=. 和 让 4 C3 Dig eo05 后 二 19 Cvg 


3 下 请 可 "的 时 点 有 以 下 各 和 峭 ， 
不 杰 类 这 7 了 运动 ( 轿 纺 ; 


二 
je” 


司 


(5 该 “ov 5 的 境 律 在 水 举 方 向 拔 动 ; 
(3 ) 技 a eon it 的 规律 在 器 直方 向 振动 。 
解 : ， 3 生 站 人 的 榴 认 光 
A Tl sin Yarn yt peo 
拉 格 闻 且 六 效 


2 ,nr 
Er 二 a111 【中 一 yt) i 站 Ty 


在 这 里 没有 写 入 只 依 烛 闻 时间 的 请 项 ;并 去 挤 了 maty cos 和 一 ?0 对 时 间 的 他 . 
ET, 
《0) 轩 点 天 的 从 标 为 

stsingv y=teano 


朱 闪 站 日 区 让 (在 六 起 侠 撕 凋 以 富 ) 


3 涛 动 万 各 ， [和 一 章 1 i 


2 
L= 人 803 TF sin 9 二 mg Go 由 ， 


(8 》 亲 样 ， 


4 
= 3 Yt 08 训 十 下 后 ns 用 


4. 在 图 4 上 所 下 未 的 体委 去 点 mm 潢 时 交 方 向 的 由 运 右 ; 而 整个 体系 
以 不 变 的 角速度 0 赫 臣 轴 转 动 。 

、 解 : me «与 既 直 方向 之 关 的 严 角 为 -9， 奖 个 体系 风 弹 悉 动 轴 的 炉 角 
海信 二 吕 。 簿 一 -个 半点 ww 的 怀 移 元 dl = odg2 4. a sm qr 转 点 wz 到 
嘎 计 44 的 好 高 久 于 20*co0s0， 因 用 Vi- 一 24 sn pg0。 朱 格 副 末 图 数 


-LDL=m00 Ta sin3 8) + 2rmg? 5in3 BeB2 + 2ga mF ma) cos Oe 


Br 


人 


由 镍 各 于 二 


跌 


第 二 章 “守恒 定律 


6 能 长 

记 慌 标 系 运动 上 时， 决定 体系 状态 的 28 个 9; 种 gt 过 王 工 221 

4 3 随时 浊 而 变化 。 但 是 却 有 这 些 量 的 某 些 面 玫 . 在 运动 时 息 例 
人 拱 着 六 培 束 于 起 梭 竹 件 的 重 有 定 慎 .， 这 种 责 数 中 做 运动 积分 。 

对 8 个 的 由 趾 的 封 阴 力学 体系 来 汐 , 狐 站 的 运动 积分 数目 等 
于 28 一 1 ， 由 下 而 的 一 些 简 昌 的 岂 游 就 能 明了 泛 个 沽 题 。 渗 动 方 
程 的 一 般 解 包 合 23 个 任 童 常数 ( 见 第 全 秽 }。 了 由 于 封闭 系 的 运动 
地 程 大 不 是 仿生 间 , 所 过时 生前 算 起 点 的 选择 使 完全 是 他 意 的 ,于 
是 总 能 拖 方 各 的 解 中 某 -任意 党 娄 挝 底 不 区 时 间 而 变化 的 可 加 从 


数 的 形式 ， 从 88 个 页 数 


fi， A (2 

gi ge: a CI a fs, 1 
中 除去 十 二， 我 们 把 38 一 人 个 任意 常数 (人 0， Ca 家 承 
成 9 和 的 画 数 ,这 些 画 数 电 就 是 运动 积分 。 

但 这 非 所 有 的 运动 积分 部 会 在 力 举 中 向 样 起 重要 的 作用 。 运 
惑 积 秀 中 这 一些 称 从 ,它们 的 不 变性 有 产 恨 深 训 的 梳 状 ,这 些 模 泌 
量 上 与 沦 撞 和 时 出 的 一 些 大 本 柑 丑 -一 一 家 们 的 均 习 性 河和 从 癌 间 性 - 
-一 - 相 联系 闭 的 、 所 有 这 些 - -能 所 旗 的 守恒 量 部 有 有利 亚 有 隐 普通 
的 可 加 性 , 序 对 字 出 几 部 分 想 蕊 而 将 部 分 之 问 的 作用 双 本 忽略 的 


”体系 ,它们 的 值 千 子 各 组 成 部 分 的 租 之 和 。 


基 是 蔽 ,可 加 性 正 于 相应 的 晤 以 特 罚 雷 要 的 力 党 作用 。 艾 如 
识 , 假 如 闪 两 物体 在 此 段 人 时 有 间 内 相互 作用 , 猎 襄 无 圳 是 作用 前 或 作 
Clr 


18 人 本 雪 本 ，[ 营 -: 沼 ] 


用 后 , 音 个 信条 的 年 个 可 加 积分 部 等 于 两 个 脾 体 坚 独 存在 时 它 例 
的 能 之 和 , 累 么 ,如 果 已 者 知道 诗作 用 前 物体 的 状态 ,这 些 量 的 守恒 
、 完 律 立 即使 我 们 有 可 能 去 作 一 对 列 关于 作用 后 物体 状态 的 糙 哈 。 
我 们 有 共 由 于 时 间 的 均匀 性 而 产生 的 守恒 定律 来 开始 汪 述 。 
由 于 时 病 的 均匀 性 , 封 谭 系 的 拉 格 朗 是 夯 数 不 并 接 恢 顿 于 寺 
_ 赔 。 所 以 过 格 划 日 而 数 对 时 周 的 全 微 商 可 以 写成 如 下 形式 : 
LL | aL 如 于 a 
| z 
{ 如 果 工 直 搂 傅 禹 于 时 间 , 闭 么 在 等 式 的 右边 还 须 加 一 项 34)。 
接 拉 格 归 日 方程 把 微 商 本 为 下 2 Nn 


ab .PA a aL. 


_ os Rag 
+ Eo 2 
或 者 和 
”从 这 里 可 以 看 出 ， 
z Sig 于 一 工 = 常 数 | (6,D) 
1 Oo; 


在 土 半 有 系 运 动 时 是 未 改变 的 ,也 就 是 枫 ,这 个 量 是 体系 的 一 个 运动 
积分 。 这 个 量 称 为 体系 的 能 量 。 能 融 是 按 (6,1) 通过 拉 格 朗 日 画 
数 米 性 表示 的 ,由 拉 格 裔 日 两 数 的 可 加 性 可 将 按 得 出 能 最 可 加 性 
入 业 瀹 。 | 和 . | 
能 肢 守 伍 定 律 不 仅 对 于 封 附 系 是 正确 的 ,而 且 对 于 处 在 不 变 

(出 就 是 认 不 依 环 于 时 间 ) 的 外 扎 之 中 的 体系 也 是 正确 的 , 内 在 上 


“过 推导 市 ， 唯 一 利用 过 的 拉 格 朗 日 而 数 的 特性 一 一 不 直接 傅 理 于 


时 间 一 一 在 这 种 情况 下 也 存在 。 能 晤 守恒 的 力学 体系 有 时 称 为 保 
字 系 。 
- 我 全 在 8 .5 中 已 肖 到 , 封 央 系 (或 处 在 不 变声 中 的 体系 ) 的 拉 


Ci 中 类 z 于 


一 


桥 斋 人 了 有 如 下 形式 : 

L=7(g9, 4) ~U(Y), 
基 中 四 是 述 关 的 二 区 丽 数 ， 对 这 个 条 格 希 日 疯 数 运用 齐 灵 国 歼 的 
欧 蒜 定理 ,可 得 到 


> =27'。 


i Og a 
太一 下 人 2， 9) + Uy, (6 ,21 


在 从 卡 保 坐标 中 
B= +U lr, Fs, '}, {6,8 


由 此 可 见 , 体 系 的 能 量 可 以 唱 示 成 两 个 本 质 不 同 的 项 ,好 依 籽 于 一 
度 的 动能 和 仅 依 束 于 粒子 华 标 的 位 能 之 和 。 


了. 冲 量 
男 一 个 守恒 定律 是 由 于 罕 半 的 均匀 性 滑 产 生 和 的 
虫 于 空间 的 均匀 性 , 当 封 表 系 作为 一 个 整体 在 空山 位 行 移 起 
上 时， 它 的 为 学 性 质 示 变 。 依 此 我 们 来 研究 ~- 个 下 穷 小 的 欧 动 8 持 - 

玉 求 拉 格 期 日 画 数 不 变 。 

莉 行 移动 写 味 着 导 双 所 有 的 点 移动 同样 长 的 米 段 ， 也 就 是 往 
它们 的 向 径 To? 十 6。 在 迷 度 不 变 的 情 沁 下, 申 举 标的 无 禾 小 
的 改变 而 昼 起 的 画 数 世 的 改变 是 


DL ,a 
81 = 3 


全 和 所 有 痪 上 表 由 于 是 任意 的 , 所 以 要 求 5 工 =0 
就 诈 当 耳 要 求 
3 oF 0, 0 


20 守 相 定律。 [第 一 音 ] 


由 于 控 格 齐 日 方 程 (5， » 我 们 本 此 式 得 到 
“dd 2b_d v2L -0 


co ot GE, dt 已 
于 是 我 个 得 出 精 瞪 ,在 封 陆 力学 体 杀 中 向 量 


P=-3 99 


在 运动 时 是 不 变 的 。 向 量 已 称 为 体系 的 冲 旺 @ 。 对 近 格 般 日 醒 数 
《5, 革 微分 可 得 ,总 最 用 质点 的 速度 以 下 面 的 形式 玫 示 : 
Po Amt i 3) 
冲 量 的 可 加 性 是 很 明显 的 。 此 外 ,与 能 量 不 同 , 体系 的 计量 等 
于 各 哩 个 质点 冲 量 


元 ,一 to 
之 和 是 与 实 点 图 的 相互 作用 是 否 可 以 忽 效 无关 的 。 
“ 冲 基 向 量 的 所 有 三 个 分 最 的 守恒 害 律 仅 在 无 外 场 的 情况 下 才 
成 站 。 但 是 , 当 和 外 场 存 在 时 , 涝 声 中 位 能 不 依 积 于 基 一 个 笠 卡尔 华 
标 , 促 量 的 单个 琅 量 仍然 是 可 以 守恒 的 。 很 明显 ,在 沿 着 该 举 标 山 


-移动 时 ,体系 的 力学 性 质 是 不 变 的 ,用 同样 太 法 我 们 得 到 , 冲 最 在 


这 轴 上 的 接 影 是 举 恒 的 。 澳 如 说 ， 在 和 加 有 相同 方向 的 均 幻 声 
中 十 量 沿 # 轴 和 才 的 分量 是 池 恒 的 。 
作为 出 发 点 的 等 式 C7,1) 术 身 具有 入 军 的 物理 意义 。 徽 商 
和 -中 是 作用 在 6 质点 上 的 力 可 。 这 样 , 等 式 (7, 轿 芒 间 
只 六 作用 在 寺 且 条 入 内 所 有 壮 点 上 风力 之 和 乱 于 需 : 
SPF.— (7 ,4 
次 别 是 ， tm 本 十 酌 =0, 印 第 二 起 点 
作用 于 第 一 贤 点 的 力 与 第 一 完 点 作用 于 第 二 沾 点 的 力 数 量 相等 ， 
但 方 问 相反 。 这 个 灶 喻 以 作用 与 皮 作 用 相等 之 定律 的 名 称 半 名 。 
用 的 名 称 是 动 最 。 


区 浊 锯 几 中 四 24 


果 汉 动 由 J 丸 他 标 9 9 求 摘 这 ， 壮 么 ， 拉 格 朗 日 画 数 于 广义 
还 度 的 和 商 


i : C78) 
| | eg 
称 为 六 光 瘦 最 ,两 对 三 闵 储 标的 徽 南 
"上 
-名 (7 ,6 
称 为 广义 力 。j 运用 这 上 毕 答 务 , 撞 格 斋 日 方程 具有 如 下 形式 : 
pi 二 A (7, 7) 


在 储 卡尔 从 标 中 三 义 溃 量 与 铝 量 gs 的 分 量 想 合 。 一般 情况 
“上 其 入 是 广 文 速度 g 的 名 性 齐 赤 出 烙 , 弄 且 决 不 站 化 为 贤 量 种 速 
度 的 滋 御 ， 


入 昌 
赞 量 为 ,以 速 嵌 二 运动 的 次 成; 内 质点 的 位 稻 竺 于 常 最 三 的 半 室 肛 
粮 咎 生 位 能 答 于 常量 U5 的 另 一 人 守则 。 冰 里 点 运动 方向 的 改变 。 
解 ; 位 能 不 合 辕 于 平行 于 二 个 华 室 半分 界面 的 朝 的 坐标 。 因 此 贸 点 溃 
革 在 这 个 年 而 上 的 后 影 是 舍 全 的。 用 中 和 8 以 示 界 画 法 线 与 质点 转 磺 月 后 
人 速度 税 和 tw 的 垃 药 :我 相 得 弄 包 9 由 一 你 sn 名 。+t 和 和 3 半 的 关系 ;由 
有 景 必 恒 冠 律 葵 抽 ， 相 时 或 得 


Si 也 是 _ _rr 
.ain By A lh es Un) 5 


3 8.。 惯性 中 心 
和 导 国 力 尝 体系 的 淖 量 相对 于 不同 的 ( 司 性 ) 许 算 系 业 有 不 握 的 
依 。 妇 果 计算 系统 五 / 凡 带 度 丰 相 对 于 许 算 肝 六 天 运动 ， 那么 运动 
”六 区 半点 相对 于 这 两 个 骤 和 区 的 速度 ga 和 名, 以 关系 式 包 一 内 寺 下 
乌 联 索 。 内 此 在 这 两 个 条 科 : , 冲 量 的 值 卫 和 忆 ' 的 关系 由 公式 ， 


Pe Sm = Ta) 


P=P'+tVEm, . (58,1) 


闪电 值得 法 站 的 是 ,总 存在 着 这样 的 前 算 条 丢 在 '， 在 其 中 总 
冲 量 三 为 需 。 使 (8, 了 中 囊 一 0, 冰 得 这 个 知 算 系 装 的 连 庆 等 于 


: Pp : nad, 
Pe. {8,9 


如 果 力 学 体系 的 总 溃 量 等 于 才 .那么 就 沈 们 体系 对 相应 的 诸 
算 系 狐 是 静止 的 。 这 是 音 个 质点 本 目的 栓 念 的 很 自然 的 扒 。 相 


应 地 ,到 式 (8, 久 所 答 出 的 这 度 六 只 有 冲 最 不 等 泛 的 “体系 问 体 、 
运动 "的 述 度 的 意义 。 由 此 可 只, 冲 重 守 导 定 律 全 我 们 有 可 能 很 自 - 


然 地 定 出 力学 体系 整体 的 静止 和 巡 度 的 概念 。 

公式 (8,2) 指 出 , 体系 整体 的 种 量 已 与 巡 度 7 向 的 联系 向 一 
个 质 景 等 于 体系 中 所 有 质点 走 量 之 和 一 全 m4 的 贺 点 一样。 沈 
种 情况 可 以 简明 地 表述 为 蜗 量 的 可 加 性 的 其 萌 。 

A 式 (8， 2 的 右边 可 以 雪 示 成 


B= Pp | -{8, 3) 


Tt 
对 时 间 的 僵 微 南 。 可 以 说 ， 体系 整体 的 速度 是 向 各 四 (8， 3) 所 贸 出 
的 点 宇 空 间 移 动 的 玉 度 。 这 个 点 区 为 性 么 的 蚀 特 中 心 :。 

” 震 关 和 桑 的 冲 量 和 守恒 定律 可 以 简 汉 为 下 面 的 夫 晨 : 体 条 的 蛋 性 
补 必 作 等 速 让 线 运 动 。 这 就 是 惯性 定律 的 推广 , 在 & 3 中 我 们 入 
对 一 个 度 由 里 点 推导 出 这 个 定律 ,一 个 质点 的 名 性 中 心 与 它 本 身 
重合 。 


在 研究 封 队 条 的 力学 性 贤 时 ， 当然 利用 力学 体系 的 慌 性 中 心 = 


昨 放 小 的 而 算 条 称 。 这 样 识 不 必 现 察 大 关 紧要 的 体系 吾 体 的 等 巡 
看 楼 示 动 。 '! 


人 


入， 


fg 9 3 og 


一 一 一 


关于 力学 体系 整体 的 能 十 通 内 称 为 体系 的 内 能 Bs 。 内 能 包 
揪 览 点 在 址 系 中 的 和 相对 渤 动 的 赤 能 和 质点 之 机 相 互 作 用 的 位 能 。 
区 伍 以 过 度 下 运 珊 的 体 脂 的 总 能 量 可 以 者 座 

E=. 2 4 Bao 18,4) 


虽然 此 公式 不 身 二 苏 胃 显 ,但 我 全 还 是 来 直接 其 导 第 。 
力学 体系 站 吏 个 计算 系 缮 六 和 站: 中 的 能 景 如 和 机 由 过 下 
关系 联系 : 
9 med 0 3 tod+ F224+U 


= 2 TY Bmopt TD ee FD 


奥 
B= BHPFP+S—。 (8,8) 


下 一 个 计算 系 蒜 音 到 另 一 个 历 算 系统 时 ,这 个 公式 羽 定 能 量 

换 规律 , 下 像 仅 式 (8; 烙 出 六 节 的 变换 规律 一 样 。 如 归 丰 宁 
至 "中 展 性 中 心 况 让 ， 那么 如 一 0 = Brn, 于 是 我 们 又 得 到 了 下 
式 (8,4). 


9。 冲 基 给 

现在 我 们 浴 推 导 提 于 空间 的 各 向 同性 而 产生 的 守恒 定律 

空 潭 各 向 同性 就 意味 浅 , 当 封 便 体系 区 体 在 实 骨 任意 转动 时 ， 
该 体系 的 力学 性 质 不 变 。 与 此 相应 , 我 们 素 研 究 体系 的 一 个 无 内 
小 的 转动 ,并 村 求 它 的 拉 格 船上 日 商 数 在 这 酸 况 下 不 变 。 

#| 久 无 穹 小 转动 向 量 9, 其 纸 对 值 等 于 煽动 角 535: 而 万 阿 与 
幅 动 籼 答 合 :而且 相对 于 89 的 方向 而 车, 转动 的 方向 应 符合 螺旋 
法 期 ) 。 


34 . - 尝 撒 ， 宝生 E 训 二 塞 1 


首 洛 ,我 个 找 出 当 这 种 煽动 时 从 江 闻 的 坐标 原点 (位 于 转动 堤 
”上 上) 可 向 辊 动 体系 的 任 一 质点 的 向 径 的 说 景 等 于 什么 。 向 径 端 点 
” 芍 存 移 殉 与 角度 的 : 关 滩 是 
| 一 及 gm 站 全 六 
 ( 园 的 。 而 向 量 8 的 方向 重奏 于 通过 与 SPp 
“的 平面。 所 以 很 明显 ， 
他 及 一 [sw. 久 ] (9,1Y} 

当 何 系 刺 动 时 ,不 公 向 经 的 方向 改变 ,所 有 压 版 
的 建 度 岂 要 改变 ,而 且 所 有 向 量 按 同一 规 种 改 
让 。 所 以 相对 于 静止 坐标 乱 , 琼 度 的 天 量 
疯 5. dV = [dm* V1, “(9,2) 
把 这 些 式 子 代 大楼 动 时 拉 格 朗 上 日 责 数 不 变 的 条 件 

5L5= SF, + 8w, )= 0 


趾 , 按 定义 


BB 代 幸 。 于 是 我 全 得 到 
EP, [Sq ,3] 十 到 :139 2] ) =0, 


对 乘积 进行 循环 出 动 并 把 dp 天 到 求 合 让 号 之 外 可 得 
dp Lr.l + Epp) = Op -Er Pol ~ 0。 
由 于 SP 的 任意 性 国 比 
各 fr。 六 了 一 0， 


起 就 是 如 我 们 得 到 了 下 面 的 丫 险 : 当 封 并 和 运动 时 , 向量” 
撒 一 阅 [yoBr] {9,387 


等 恒 , 此 向 量 称 为 体系 的 冲 量 拭 (或 萌 称 短 ) 了 。 这 个 是 的 可 加 入 


中 也 走 用 转动 经 区 角 扯 的 名 称 。 


,代替 ,而 根据 拉客 希 日 方舟 ，3 部 可 


L$ :1] 证 滞 谍 1 


-一 .一 一 . 本 i 一 一 


是 电 而 易 基 的 ,并 且 像 冲 量 一 伴 , 守 也 与 贰 点 之 彬 是 否 存在 着 相 下 
和 作用 无 关 。 

可 加 的 运动 积分 就 仅 限 于 这 些 。 因此 , 任何 封闭 下 一 -天 有 蕊 

个 可 加 积分 : 识 景 以 及 市 晤 向 量 和 和 矩 曾 最 在 三 个 方向 下 的 分 量 。 

证 然 在 短 的 定义 明 含 有 虱 点 的 向 径 , 所 议 一 般 设 玉 此 和 值 依 采 

于 举 穆 所 点 的 选择 。 胡 对 于 两 个 距 帘 为 5 的 原点 ,同一 点 的 向 生 

1 之 图 的 美 系 避 一 邢 二 所。 所 以 有 MM 

M— Blrapol ~ fe Dp + > tip 

或 汰  . 

加 M= M+ [aP:. (9,4) 
从 这 县 式 看 得 出 ,只 有 当 体 系 辟 体 般 于 时 (也 就 是 说 P=0 时 ) , 它 
的 短 填 不 个 环 于 化 标 原点 的 选择 。 当 然 ,知之 值 员 不 隐 定 ,但 并 不 
影响 到 短 人 守恒 定律 ,因为 灶 朋 条 的 部 量 也 是 守 往 的 ， 

我 们 来 推导 开 系 在 两 个 不 同 的 惯性 系 次 六 入 ' 中 证 量 短 之 

和 镇 的 县 式 , 这 两 个 条 就 中 的 第 二 个 相对 于 第 一 个 以 速度 六 运动 。 
我 们 认为 在 基 时 剂 系 笠 下 和 下 ' 的 淮 标 原点 是 重合 的 。 此 时 装点 
的 向 短 在 丙 个 系 狗 中 也 是 一 样 的 , 而 速度 以 = 纪 填 六 相 联 系 。 
所 以 有 

M= Bmlrapal = Erlerod] + YmefrT], 


等 式 右 过 的 第 一 个 和 是 在 柔 先 攻 ' 里 的 短 大 ', 在 第 二 个 和 中 , 模 
据 13,3) 引入 惯 竹中 心 的 向 径 , 我 们 得 尘 ” 
MH=M'+ ARY], {9,5) 
这 个 分 武 次 定 当 由 一 个 许 算 又 议 转移 到 另 一 个 计算 条 统 时 汗 量 短 
的 转换 规定 ,就 像 肥 式 {8,1) 和 (8,5) 料 出 冲 节 和 能 瘟 的 结交 规律 
一 冬 。 
车 力学 体系 整体 在 五 ' 中 静止 ,那么 罗 是 该 力 党 体系 惯性 中 


兴 恒 守 委 人 


26 . 
心 运 


运动 的 速度 ,而 pop 是 和 E 的 总 六 做 忆 ( 交 对 于 玉 )。 于 是 
M=M'+ [RP]1, - 9,6) 

- 克 句 话 酸 ,力学 体系 的 冲 量 短 是 击 它 的 “固有 甜 " 和 甜 [RPj 所 租 
臣 , 前 者 是 在 相对 于 体系 汶 舱 止 的 系统 中 体系 的 和 矩 , 丽 后 者 是 体系 
整体 运动 所 产生 的 甜 。 

虽然 短 ( 对 任意 的 华 标 原点 ) 的 所 上 三 个 分 量 的 守 恒定 律 只 是 
对 封 山 系 也 成 立 , 但 在 较 局 限 的 形式 下 , 这 定律 对 在 苏 声 中 的 体系 - 
也 可 成 前 。 从 上 面 推出 的 转 葵 可 以 淖 出 , 下 量 算 在 场 的 对 称 地 上 
的 投影 总 是 守恒 的 , 因此 , 当 体系 料 这 个 翰 尾 意 瑟 动 时 , 家 的 力学 
性 次 不 变 ， 当然 ,这 时 矩 应 芯 相 对 于 企 这 辅 上 的 任意 -点 (坐标 原 
点 ) 来 起 定 。 

“此 类 场 的 校 重要 的 情况 是 中 心 对 称 的 场 ,即位 能 只 依 驾 于 到 
室 赔 某 一 定点 (中 必 ) 的 距离 的 场 。 很 明 好 , 当 在 此 场 中 运动 时 , 甜 
”在 通过 中 心 的 任意 籼 上 的 投影 都 是 作 伺 的 。 毛 营 之 , 筹 而 量 用 是 
守 仁 的 ,但 此 敌 不 是 相对 于 罕 疝 任意 一点 ， 而 是 相对 于 场 的 中 心 来 
决定 的 。 

另 一 个 例子 是 沿 2 轴 的 均匀 场 ， 在 这 种 塌 中 天 的 投影 有 
桓 ,而 且 坐 标 诛 点 可 以 任 癌 选择 。 

”应 当 指 出 , 婚 在 任 深 轴 ( 称 它 为 z 加 ) 的 拉 果 江 科 和 
贾 数 微分 校 公式 


3 
Mg 


求全， 区 中 册 标 9 是 糖 由 ， 的 半角 。 由 于 前 述 的 冲 量 矩 守恒 定律 
的 权 导 的 性 圭 , 这 一 点 是 很 明显 的 ， 但 亿 可 用 真 翅 的 运算 来 衣 实 。 
在 圆柱 坐标 9 2 里 我 们 有 (代入 mo 一 ra C0g pa, Yur, sin go 

MH = Pmt Yd) Emoripso (9,8) | 
另 一 方面 ,由 这 些 变量 雪 示 的 拉 格 衣 日 画 数 具有 如 下 形式 


下 


(9,7) 
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Pe sm re i er 


了 一 > ( 宕 十 站 呈 二 站) 一 UU， 


掺 避 我 大雪 起 9, 站 就 可 导出 式 (9,8)。 


慷 是 : 
1. 城 求 在 阅 杜 坐标 7 wy z 中 轿 点 十 量 短 的 笛 卡 各 分 量 和 上 共 想 对 秆 的 
圾 东 式 ， 和 
答 : Mm in pa Sr) — mrsp eo py 
YM, 
NM =n 
MA mr -sr 一 总 号 
2， 问 上 题 ,就 求 在 球 华 标 中 的 下 示 式 。 
等 : 0 及 ) 


二 C05 的 3 一 二) 一 被 六 2 芝 5 书 ) 


2 


=n COS WH— nd ro # sit py 
ms dp 
M3 Maritd si Og) 。 
3. 在 下 茄 管 种 霹 中 滨 曲 叶 , 冲 基 了 P 和 短 了 的 那 践 分 硬是 守恒 六 
i +} 无 限 大 的 均匀 平面 的 场 ， » 
等 : 了 Pyy 导电 归 的 平 册 是 平 加 3 ， 
'5) 无 限 拭 的 掏 各 出 柱 的 场 ， 
加 寺 ,， 了 :加 衬 的 琐 有 是 > 轴 ) ， 
: s) 无 限 划 的 均匀 捷 针 的 志 。 
答 : :楼 竹 的 楼 角 平 行 于 轴 : ;。 
:1 了 两 点 的 声 。 
等 : 匡 ( 丙 点 都 在 辆 * 上 ) 。 
u 所 限 的 均匀 中 平面 的 声 。 
答 : 局 (无限 的 站 平面 是 芋 面 2 的 以 二 #1 为 漠 的 芋 分 } 
(a ) 均 句 加 锥 休 的 场 。 : 
答 : 并 , 1 刍 体 轴 为 阳 ) 。 
水 雪人 名 图 环 西 的 场 。 
答 : 半 , ( 则 环 面 的 畏 为 * 轴 ) 。 


本 
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- 


一 一 一 一- 一 一 一 一 - 


下 中 甚 的 均匀 柱 珍 由 入 的 声 。 
关 和 的 外 :机 纪 术 融 一 个 角 厂 oz， 间 时 治 落 此 轴 和 珊 一 噬 离 


, 二 部 时 证 是 蝉 路 ) , 拉 赂 关 日 区 于 让 变 。 所 羽 


z BL =. co 4- p= (Ps 于 型 ， jor=0, 
四 “ -二 让 
持 星 业 z 十 oz 第 数 。 


£10， 力 举 的 相似 | 
对 拉 格 裔 日 画 数 乘 以 任意 一 常数 因 了 予 ,显然 并 不 改变 运动 方 
程 。 这 逢 情 光 (在 82 已 指出 ) 使 得 有 可 能 在 一 和 烈 策 要 鱼 交 下 ， 
。 不 具体 地 去 积 男 运 动力 各 ,而 作出 关于 沪 动 性 归 的 基 当 可 本 尾 的 . 
赫 诅 。 
当 位 能 是 侍 标 的 章 问 岗 数 , 杰 印 满 是 每 件 
U (et, Ly = = ot Fis Fay ""'y 六 (40,1) 
的 效 数 时 就 胶 子 此 衬 尽 况 , 达旦 a 是 任意 常数 , 而 是 画 数 的 区 
数 。 . " | . 
现在 我 例 素 进行 下 述 变 换 : 所 有 坐标 变 为 “ 届 ， 局 时 时 间 详 为 ， 
8 榈 ;部 | 
, -> > 
这 时 所 有 的 速度 oo 一 人- 变 为 a 6 梧 ,而 动能 次 为 9/8* 档 。 位 
能 剧 生 以 a 。 加 音 玉 条 件 z 
a 也 就 是 B=o-#， 


把 a 和 有 联系 趋 素 ; 那么 , 由 于 这 样 的 变换 整个 拉 格 庆 晶 谢 数 稚 
浅 上 一 个 常数 因子 必 ， 邹 运动 方程 不 变 。 

质点 所 有 举 标 改变 朵 样 倍数 就 意 昧 着 由 一 些 地 道 幅 移 到 另外 
一 些 几 何 芋 相 做 而 仅仅 线 度 不 同 欧 枚 六 上 。 于 是 , 我们 得 出 糙 给 : _ 


条 


防潮 a 为 学 的 相 人 各 0 


刀 果 体 条 的 位 能 是 (入 卡尔 全 :标的 大头 卉 坎 夯 数 ,那么 ,运动 方 各 
全 何 上 相似 的 山竹: 龙 〈 在 就 道 对 应 的 点 之 兰 ) 迹 动 的 时 将 有 关 
孙 式 
AN | 
Ah) 92 
其中 了 让 洛 两 个 加 和 道 缆 度 之 比 、 除 时 间 以 外 ,在 款 道 上 上 对 度 的 点 ， 
-上 对 庶 的 时 旭 ; 所 有 力学 景 的 值 也是 由 比 的 次 数 决 定 的 。 上 将 
如 讼 ,对 于 速度 ,能 量 丰 最 算 吉 有 


四 站 ， ， 1 
7) DD 0 
直面 尝 用 个 例子 上 且 加 
我 们 将 变 洪 浏 ,在 所 诅 微 扰动 的 情况 下 位 能 是 举 炊 的 二 
。 数 吧 一 中 从 (10,25 我 全 得 到 ,这 种 拨 动 的 周期 不 佐 革 于 它 
振 柱 。 
在 光 7 力 沁 中 位 能 是 吾 标 的 悉 仁 加 [网 05:8) 1， 冯 站 = 
由 汗 (10,2) 我 位 有 


由 此 得 出 乱 从 ,局 如 说 在 重力 载 中 下 小 时 ,下 落 所 多 时 铅 下 方 之 此 
缮 于 它们 最 初 高 记 之 比 。 

两 个 质量 站 的 咎 针 表 力 或 两 个 电荷 则 的 库 俞 桔 下 作用 ,其 位 
能 都 与 灼 子 岗 的 距离 站 反比 , 印 位 兹 是 8~ 一 1 次 齐 次 萝 数 。 在 这 
种 情 况 下 


如 (二 0! ) 
于 是 我 们 可 以 肯定 , 占 如 褒 , 治 妥 合 杭 道 运动 一 周 的 时 间 的 平方 与 
导 道 禾 度 的 立方 成 正比 (印记 必 刻 卜 勒 第 三 定律 ) 。 

如 打 钼 系 的 位 能 是 坐标 的 和 章光 画 数 , 体 矢 的 运 渤 叉 在 有 限 的 


也 


30 . 向 ， a 


Oo 


ee re i 


实 胡 范围 内 进行 , 基 在 此 范 可 内 动能 和 位 能 对 时 间 的 六 均 值 之 区 
存在 着 非 党 简单 的 关 条 ,此 关系 称 为 级 里 定律 。 
解难 动能 了 是 深度 的 一 次 押 数 ， 所 以 根据 齐 姑 下 数 的 欧 勒 


理 
5 aa 
“ 查 引 久 冲 量 
我 们 就 有 
27 一 习 putc= 二 (Srp) ~ Drepso (10,4) 


我 人 来 把 这 个 每 式 对 时 疝 平 均 。 任 何 一 个 时 间 的 测 数 了 全 的 
”下 均 精 

f=lim n= or 
秽 容 易 看 出 ,如 果 让 是 有 界 ( 即 不 只 有 无 劣 大 短 的 ) 醒 数 玉 ( 对 
”时 间 的 投 椅 ,更 么 它 的 平均 德 将 等 于 蔷 。 事 实 上 ， 
了 -im 工人 a ww- lim OPO - =0, 


Te Ti Ts 


很 定 襄 ， 大 条 及 不 认为 无 光大 的 过 大 在 有 限 的 空间 看 内 让 
式 。 那么 3 车 rTop, 是 有 罚 的 ， 而 等 式 (40， 4) 石 边 第 一 项 的 斑 均 


秆 闪 为 零 。 罕 第 二 项 中 我 们 入村 全 廊 各 把 各 本 成 一 20 ， 就 可 
得 到 
be .对 (10,) 


如 果 位 能 是 所 有 向 径 8 的 次 齐 次 评 数 ， 那么 按照 钱 勤 定理 ， 等 

式 (10， 及 将 变 成 遍 求 的 关系 式 . 

2T=p0,。 (10,6} 
.加 车 式 (10， 了 过 的 区 有 时 六 人 天 的 上 时。 z 


! | 
| pd 


四 A 


7 了 
nr i 五 ， ,< 季 式 Dy 厅 以 很 示 成 公 泪 
_ ， 
T=: 1 mn . 
Up P= (10,7) 


此 两 公式 把 可 和 他 通 过 体 条 的 总 能 到 表示 出 末了 。 
依 香 特别 注意 的 是 ,对 于 徽 扳 动 直 = 分 我 们 有 有 
T= 1 
部 动 雍 六 } 位 能 的 还 拘 储 相 疝 对 于 小于 租 互 作用 信 = 一 拉 ， 
+ A 
-一 守 是 由 于 从 这 种 要 让 作用 的 往 沸 下, 运动 在 有 限 的 实 


这 拥 - 
放 央 网 进 他 内 反 你 让 能 下 为 从 的 条 人 下 竹 将 可 能 。 


EE! 是 
1 不同 质量 的 两 个 质点 治 亲 一 加 道 迁 动 , 在 位 能 相同 的 情况 下 ,它们 运 
动 的 时 间 之 比 竹 于 什么 ? 


, . te fa 
管 : Fs 
2， 当 你 能 莱 二 一 个 常数 时 ; 沿 相 林村 省 运动 的 时 间 将 邵 何 变化 4 
答 。 _ 六 。 
* 和 ’ 


第 三 章 ”运动 方程 的 积分 

§ 11， 一 条 返 动 
”一 个 自由 度 的 体系 的 运动 叶 做 一 维 送 动 。 这 稀 体 系 若 处 在 不 
” 变 的 外 界 条 证 下 ,出 它 的 拉 格 希 日 画 数 的 若 普 沁 的 形式 为 fs 
Fiatg) dU (g), GD 四 
的 和 特别 是 当 ?是 秆 卡尔 红 标 (我 ， 
自称 它 汶 *) 盾 ， 
IL- m0。 (11, 2) 
相应 于 这 些 禄 格 角 日 画 数 的 运动 方程 在 一 般 形 式 下 就 可 积分 。 这 
时 , 甚至 没有 必要 写 出 运动 方程 式 本 身 , 而 应 交接 从 第 一 积分, 外 
求 达 能 量 守恒 定 律 的 方程 式 出 发 。 这 样 ,对 拉 格 裔 日 夯 数 (11;2) 。 
我 们 有 


村 +40) = 
个 以 和 人， 和 、 
ab de Ug)], ~ 
由 琵 | : 
一 /yi -Dat _ (CT, 3) a 


和 
数 的 作用 。 


39) 


负 
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内 为 动能 在 本 狼 上 是 个 正 数 ， 所 以 在 运动 时 ,总 能 如 必须 大 于 
低 韶 ,也 就 是 襄 , 运 动员 能 在 tr 计 雇 的 空间 范围 闪 八 生 . 

很 定 尚 数 Utz) 有 如 图 6 所 六 的 形式 在 加 上 闸 一 条 相当 于 
总 能 可 条 定 和 值 的 水 直线 ,我 们 形 .[: 就 能 指出 运动 可 革 发 人生 的 范围 ， 
在 图 6 所 示 的 情况 下 , 运动 只 稻 改 和 后 在 4 区 境内 或 容 0 点 的 右 
过， 


位 能 等 于 总 能 量 , 亦 冯 
上 [了 1 , 半 ， 
的 各 点 饶 定 运动 的 驶 限 。 列 于 在 这 些 点 上 速度 为 堆 ， 所 以 称 它 
为 “个 点 ”， 如 果 运 动 区 间 昌 两 个 你 点 陵 制 ,如 运动 发生 在 有 有 
空 兰 范 艾 ,， 这 种 运 基 吓 和 项 有 限 运 动 ”如果 运 劲 的 范 图 是 没有 限 豆 
的 或 只 最 制 一 方 重 ,而 运动 旦 做 无 限 运 动 ,四 点 向 无 限 远 处 运动 。 
一 稚 有 限 和 运动 是 一 -种 振动 , 部 畦 点 在 是 界限 之 间 ( 在 加 G 上 为 
2 有利 | 2 两 点 淹 的 位 阱 ”4 有 中) 用: 周期 性 的 往返 运动 。 根据 可 雍 
性 的 一 般 性 筑 ( 见 第 村 真 ) 在 这 程 柑 沁 二, 由 ma 济 oa 的 运动 时 沿 
和 下 zw; 到 zi 的 闭 运 动 的 时 和 阐 是 条 等 的 。 所 以 振动 周期 也, 朗 由 他 
到 7 和 理 这 回 oo 的 时 间 , 是 通过 zx; 所 名 时 间 的 二 倍 : 概 据 CL13， 


ea 、 
T(E) = Vam 元 | <- 记 和 (6 


# 
.3 下 吉 - 各 的 名 分 . [第 一 区] 


关 有 上 下 限 亲属 是 方程 (11, 入 在 日 为 竟 定 值 时 的 概 。 这 个 妈 。 
” 式 决 定 运 动 周期 对 粒子 总 能 灌 的 依 业 关 有 条。 


| 普 是 
1, 未 有 面 数学 半 狼 点 各 天 在 长 为 1 的 机 弹 未 缮 ,在 重力 扬中 拔 却 ) 的 
据 动 局 期 对 振幅 的 项 本 关 系 。 
解 : 扑 的 能 重 
| B= et CUB P= — ML 03 Po, 


式 中 yp 来 示 神 对 琶 相 三 向 的 备 的 , v6 中 最 大 仿 角 。 把 周期 当 成 是 通过 由 需 
到 mm 的 关 隐 所 需 可 短 


hh 7 -2 
CO V eos Tt J sin i 


HiIl 风 
其 一 一 一 一 2 绕 有 大 ， 基 此 和 分 丝 信 为 
Si 
We . 
可 1 rr. 
在 -ys ( si 全 )， 
at 
四 . a 一 -一 全 一 一 一 一 一 
起 中 多 | 


是 所 广 第 一 类 及 椭 辕 积 分 。 在 *in 守 全 容 <<1 的 稍 况 下 (向 振动 )， 民 开 次 芍 
站 ( 挫 可 得 z 
省 一 2 W (+ 币 一 十 小 


湾 个 展开 式 的 第 一 项 是 大 家 都 知道 的 基本 从 趟 。 
3， 当 锋 量 为 地 的 烙 子 在 下 区 各 种 声 中 运 珊 时 ， 求 它 的 扳 动 周期 对 能 量 


的 傅 额 甘 邓 : 
一 和 | 
车: 


了 -了 
Tv 人 ”7 
oN IE 


恤 江 引 


Be 


Ls 了 则 振 让 癌 制 安 往 能 


[De = 和 代 太 ;积分 化 成 用 本 硬 科 类 示 的 所 谭 时 流 簿 积分 ， 


2 ) ， 
时 一 1 a 凡生 
412 二 

ut -一 


的 优 概 关系 是 与 为 3 全 F 有 H 科 掉 竺 162 ， ,1,3 和 针 合 49 


善 " 一 FA A 
Ca YC = Ut 
出 Te 中 
机 下 去- Ne 
但 吓 WF 省 二 3 


$ 贡 ， 志 耶 动 四 期 求 位 能 
我 们 班 窑 米 研 究 一 个 园 是 ,就是 一 粒 字 在 玉昌 振动 ,由 已 如 的 
拨 动 局 期 二 对 能 后 王 本 生 
频 :关系 反 过 炉 束 位 能 (2) 
的 隔 式 能 到 怎样 的 程度 。 从 
名 让 下 上面 所 说 的 
演员 过 仍 积 分 方 各 I 51 ， 
插 由 站 中 的 世人 全 共 俩 讽 其 
是 : | 丽人 (CR) 斌 为 蜂 
名 全 ， 局 知 的 . - 
不 管 积分 方程 的 年 怒 存 汪 , 我 们 洁 甩 定 在 记 帮 完 的 窒 赔 范 
圆 贞 , 亡 求 庙 数 世 (o) 入 害 -个 入 小 值 。 为 方便 起 昂 把 坐标 原点 各 
在 税 施 为 禄 四柱 的 地 方 , 丰 这 点 鬼 扩 族人 潍 为 如 ( 殉 耻 。 
变 挽 息 分 (11， 昌 ) , 痢 式 于， (WW) 是 疯 禾 


一 获 ， 引 证 让 的 每 个 值 对 应 于 两 个 个 困 的 第 ， 二 A 代 下， 


38 . 过 动 方 和 的 识 分 [第 二 新] 


积分 (1L， 5) 就 换 戌 两 个 积分 最大 w= 到 0 与 从 2=0 注 w= 
一 as 的 两 全 积分 的 和 了 。 我 们 把 在 这 两 个 范围 内 < 对 V0 的 直下 
关系 写成 w=z1(D) 与 w=xo(0)， 

好 积分 的 .上 下 限 很 明 旺 是 万 和 0， 于 是 


_ E Uma t 07) 人 -一 上 ar (UY AU _ 
TE) = A 人 a | a i 7 TF "A 二 paUV BE 7 = 


a fr | oaU 
V2m [Ws aD dl i BD 


。 以 Va- 如 (nw 是 参数 ) 来 除 等 式 两 边 ,并 对 且 从 直到 a 积分: 、 


TAF 
| BE 
dm) de dUade 
-v2 | | Tn (a? 
识 灾 积分 诡 序 可 得 
| 
ou a 
一 [ezatt do(U)- 6 
= V2m | ~ a | ey (ye" 


不 难得 到 对 4d 再 的 积 妇 等于， 此 后 ,对 40 积分 我 们 便 得 到 
| PEERYAE 


on 性 一 万 Dr [eie) 一 GO : 


下 这 里 应 考虑 到 ws(0) 一 0) 一 中 .以 避 代 a, 最 后 求 得 
. 1 fTE)AaB 
wD aD) v0 
因此 . 禄 所 已 知 尔 数 T(E) 4 就 能 履 害 六 tot UD) ~ zt ) 。 也 
基数 2 DC) 和 zalD) 本 壬 还 是 不 确定 的 。 这 就 是 识 , 存在 着 不 是 
一 条 , 而 是 无 限 针 条 曲 杂 口 =0Um) ， 它们 烙 出 周期 对 能 量 的 全 琐 


关系, 根 互 的 区 别 在 于 一 些 形 变 ,而 这 些 形变 大 不 改变 对 应 于 同 -- 


6 3] 折合 视 信 37 


吕 值 的 两 = 体 之 和 
如 果 要 求 二 Dr- = 对 姐 沧 标 四 是 对 称 的 , 序 要 求 
gf mt) wt) 
及 立 ， 基 么 人 解 的 多 们 性 就 没有 了 。 在 这 种 情况 下 公式 (12,1: 给 出 
名门 的 晶 仿 表达 式 如 下 : 


和 yor 
wz{U)= A 


1 ) 
Dr Dr eerie -可 (12,2) 
$13. 折合 和 最 

甘于 由 两 个 四 互 作出 溢 的 粒子 所 租 成 的 体 邓 运动 的 四 题 ' “又 
- 体 问 题 ” 是 极为 重要 的 ,这 各 问题 可 在 一 般 形式 下 完全 解雇 。 
化 方 佣 决 关 种 加 用 的 移 一 丰 ,我们 来 涝 明 ， 冯 体 系 的 运动 分 入 


入 化 。 
队 粒 于 相 瑟 作 财 的 位 蕉 只 与 迁 音 的 距 痪 有 闫 ,名 只 与 它们 同 
径 之 荣 的 袍 对 伞 有 关 、 基 此 这 标的 体 双 的 挤 格 朗 日 画 数 


1 J 2 ; Ti _ 
= -一 和 mi 一 人 ”- 一 Ct | 于 一 ! ) ; 了 3 1 


引进 两 点 相 五 只 奖 的 司 量 
PTT, 
青 把 华灯 原点 放 在 证 性 中 心 . 土 ,期 有 有 
Er i 
从 最 知 两 每 式 可 冰 得 


hs TL 
1] == 一 汪 上 Fa = — - 于 (了 4 2 
9 和 
mi 二 


.将 这 些 式 子 匀 人 (人 (131 可 每 
也 := 一 Dr)， (13 ,31 


ee 


式 中 如 进 了 符号 


繁 痉 吓人 艇 折合 质量 。 函数 (13,3) 在 让 形 上 上 与 一 个 质 最 为 mm， 在 对 
商人 年 坐 标 原 点 对 称 的 俱 声 可 (7} 内 泾 动 的 质点 的 拉 格 训 日 面 数 各 
网。. | | 

这 立 一 来, 关于 相互 作用 关 的 两 个 质点 的 运动 的 得 题 就 化 咸 
解 一 个 恬 点 在 输 定 外 场 Ur) 中远 动 的 销 是 了 . 模 据 问题 的 解 
一 个人 全 ， 粒 子 mz 利 ms 的 顺道 了 二 了 7:( 科 和 一 了 ot 从 《相对 TE 
全 的 划 同 的 慎 手 中 心 ) 都 可 出 公式 3， 2 式 得 出 - 


习 丁 
有 一 林 系 由 鞭 量 为 于 玖 一 个 粒子 和 各 转 量 为 # 的 # 个 粒子 所 粗 成 。 招 柑 
性 中 心 的 运动 除 掉 ; 间 把 芝 个 同 题 化 为 5 个 数 于 远 动 的 问题 . 
解 : 毅 届 为 粒子 开 的 间 和 一， 如 (ga 一 TI，2，…) 9 为 质量 为 由 的 营 子 的 疝 
近 。 引 进 从 粒子 开 到 粒 千 mw 的 距 高 


， ra 一 吾 r 一 旦 ， 
同时 把 骂 标 原 点 选 在 贷 性 中 心 下 
i MR+m BR 一 由 。 
从 这 些 等 式 可 求 得 
如 一 一 re 器 。 Ra 
将 该 些 式 子 代 大 过 履 部 日 本 装 
7 - Mn 万 
中 ,可 得 


Pt » 1 ,2 
TD (Ps) -0 
位 让 只 依 灶 于 儿子 之 脂 的 虹 35, 因 而 可 以 看 作 是 向 基 rs 的 图 天 


$ 考 .， 在 中 心声 中 的 运动 
把 双 体 运 动 化 为 案 体 运 荔 时 .我 倍 食 到 网- 个 质 并 在 位 能 号 
依 吾 于 到 潜 一 定点 的 中 痪 的 分 寺 宇 运 殉 的 并 题 ;这 种 声称 为 忠心 
声 。 作 所 -于 生字 上 的 力 
Fe OU Ur 
DF dT 
其 节 对 仁 这 时 也 愉 售 报 于 7 并 肛 玉 向 与 向 乏 一 致 、 
在 外 9 中 站 驾 证 明了 ， 在 中 心声 中 运动 时 ,体系 对 场 中 必 的 证 
人 
-|rp], 
由 于 和 问 医 了 与 时 得 府 , 所 以 衣 不 变 就 意味 洪 在 运动 时 条 点 
的 向 熏 永 远 在 一 全 泪 谋 于 型 的 平面 .上 。 
因此 ,在 中 心声 中 返 动 的 粒子 岗 道 完 双 在 一 个 平面 下 ， 弄 入 
举 标 7 了 ,7?, 我们 可 以 把 拱 格 朗 日 出 数 写成 [比较 (4, 的] 


一 全 (从 于 2 — U(r), 4 


这 个 靖 数 不 显 含 于 标 0 。 在 拉 格 彰 日 而 数 中 不 最 售 的 三 交代 
标 称 为 种 环 举 标 、 由 于 补 糙 闻 昌 方程 式 ,对 于 这 些 坐 标 我 们 有 
d 2L _. ot _p 
di Bg Ag ” 
也 就 渤 说 ,与 这 些 举 标 对 遍 的 )” 义 溃 量 入 = ge 是 运 沥 积 务 ， 内 
. 当 存 在 循环 吾 标 叶 ， 这 程 捕 况 使 得 积分 车 动 方程 的 问题 大 人 菠 
全. 
在 现在 这 各 需 沈 下 ,广义 症 量 
与 济 最 类 打开 相合 [网 (85 , 因此, 我 们 双 回 到 了 我 们 已 困 


和 运动 方程 胸 积 落 【第 三 章 1 


知 的 冲 量 短 守 恒定 律 
好 一 op120 一 常数 。 (14,2) 
应 当 注 意 , 对 一 个 质点 在 中 心 场 中 
作 和 平面 运 弄 的 这 个 规律 可 以 入 出 简 《 
单 的 几何 解释 。 表 达 式 于 rrdp 是 四 9 
由 两 个 无 队 近 的 向 至 及 本 道 弧 宛 所 形成 的 局 形 机 积 (图 8)。 用 4f 
素 表 示 它 ， 我 们 可 措 粒 子 的 短 写 夏 
Df = nf, (14,3) 
式 中 了 的 微 南 称 为 属 形 建 度 。 所 以 , 冲 莫 挫 字 恒 定律 意味 着 , 怖 形 
速度 是 个 常量 , 也 就 是 认 , 在 相 千 的 时 间 间 隔 内 , 动 点 的 向 径 扫 过 
入 等 的 面积 < 即 所 痕 刻 卜 勒 第 二 定律 ) 了 7。 
失 衣 量 及 冲 量 短 守恒 定律 出 发 ,者 点 在 中 心 场 里 运动 的 阐 题 
- 可 以 很 盘 尝 地 得 到 完全 解决 ,向 同时 尖 须 写 出 运动 方程 式 本 身 . 
按 (14,2) 溃 过 于 来 表达 8, 并 把 它 代 入 能 量 的 宸 示 式 内 ,可 得 到 


| 下 . ~ 下 3 a T - 
B= UC?) i +U(r), (14,4) 


由 此 . 
dr dr 2 2 rE Ve) 一 2;， {44,5 
有 
- pre 4,0) 
“| Ur) — : 
其 次 ,把 (14,2) 写 成 
: dw 一 2 df, 


队 (14, 辐 中 把 履 代 入 中 式 并 积分 ,我 们 往 到 


中 在 忠心 堪 申 运动 的 糙 子 的 仲 复 算 守 已 定 律 有 有 时 称 洛 面 各 积 分 。 


[§ 34: EA re dE 和 


jy amrF- pO ™ 

公式 (14,6) 和 (14,7) 是 在 一 般 形式 下 解决 记 域 出 的 问题 、 其 
中 第 二 个 公式 确定 7 和 之 间 的 关系 , 也 就 是 说 ，, 确 害 巾 道 方程 ， 
而 公式 44,6) 用 不 明了 旺 的 方式 将 定 作为 时 尚 丁 数 的 动 点 到 中心 的 
呈 离 ”我们 挤 出 ,角度 9 总 是 随 着 时 间 第 滑 地 变化 , 因 从 吕 4,2) 
可 其 ,任何 时 候 都 不 变 号 。 

表达 式 (4,4) 指出 , 运动 在 径 向 朋 部 分 可 看 成 在 场 中 的 一 条 
运动 ,这 个 场 的 有 效 位 能 


than = UP) 2 , (1d,8; 
:Af -- 
其 训 订 本 后 光 高 心 访 。 有 公式 
UG (14,9 


pp 

中 笠 出 的 7 的 值 确定 运动 区 域 的 边界 到 中 心 的 中 议 ， 当 翁 式 
《44,9) 蕉 满足 时 , 径 向 速度 7? 变 为 替 、 这 井 不 意 :中关村 点 停止 ( 像 
在 芽 生 一 多 运动 的 情况 下 都 样 ) ,因为 角速度 ”并 不 变 为 忱 等 式 
"~0 焉 示 笋 省 的 “ 苯 变 点 ”, 谎 数 7 在 这 点 从 增加 变 成 减少 或 者 
是 四 反 的 变化 。 

如 果 许 名 7 变化 的 区 表 公 由-- 个 条 件 7 二 7wwn 限制 的 话 , 闭 未 
车 子 的 运 蕊 朋 旺 无限 的 , 朗 它 的 琐 道 从 无 德 远 处 来 允 回 到 无 穹 远 
处 去 、 

”如 旭 7 了 的 变化 区 闻 有 两 个 这 界 on 和 yo 粥 林 , 运 动 是 有 限 
的 ,而 向 道 昌 完 双 位 于 两 个 图 7 了 一 7 和 了 二 rui 所 限制 的 水 内 。 
然而 ,这 并 不 意味 养 载 道 一 定 是 闭合 曲 匀 在 7 从 russ 变 到 Tn 
再 同 到 rwar 这 一 时 闻 斯 隔 轩 ,向 径 转 了 一 个 角度 4p, 根据 (4,7) 


把 运动 方 税 和 绚 积 矣 [第 二 章 ] 


dr 


多 二 2 一 -一 
| 2m EO — 
[i 他 


(4. 1 


si EF Te 


My 


4g = “2 虹 , 式 中 光 和 名 是 丈 
数 。 在 这 个 条 件 下 , 释 w 个  ， 
周期 的 时 向 ,点 的 向 径 让 于 ”后 
了 整 逆 mn 图 后 将 与 自己 最 初 。” 1! 
的 俯 蛋 合 , 即 撕 道 闭合 。 
但 是 ,这 样 一 些 慷 况 是 
办 网 的 ,在 任意 形式 的 UI(7) 
的 情况 下 ; 角 庶 48 与 2r 之 > 
比 厦 不 是 有 理 和 分数 。 因 此 在 。 区 9. 


一 收 情 况 和 下, 有限 运动 的 局 道 提 个 钨 羡 会 的 。 球道 无 数 忒 继 过 最 


大 的 各 最 小 的 愤 记 (例如 , 像 闫 9 一样) ;而 在 光 限 其 的 时 间 后 卉 满 
归 酚 个 图 所 限制 的 整个 时 环 。 : 

只 在 两 类 中 心声 中 ,一 荆 有 幅 运 动 的 否 赣 于 都 是 团 合 的 ,这 
就 是 粒子 位 能 和 二 及 成 正比 的 犁 ， 第 一 种 情形 将 在 F 节 中 研 
先 ,而 第 二 种 情形 肥 和 所 谓 从 出 扳 子 相当 ( 见 $ 23 加 题 分 。 

(14, 辐 中 的 东方 根 [以 肥 (14, 人 和 (14, 委 中 的 徐 积 式 ] 在 转折 
点 变 污 。 和 如 果盘 度 p 从 通过 畦 指 由 的 向 会 万 向 算 超 ， 那 末 转 折 点 
两 次 的 加 道 ,在 值 相同 的 每 一 地 方 : 乱 区 别 习 在 于 9 的 符号 。 这 就 ， 
是 发, 相对 于 上 滤 的 方向 ,加 道 是 对 称 的。 从 任何 一 个 ,比方 疝 :r 一 
Ys 是 [区 开 关 经 过 一 段 示 浇 证 和 殉 还 了 一 mia 捧 后 ;在 下 一 个 了 == 
一 ?ear 移 点 之 前 ,将 有 对 称 伙 裔 的 同样 一 段 轨 道 ,如 此 类 扒 , 地 就 


和 了 半 ， 


在 中 心 镜 中 的 送 动 


43 


- 芭 酸 ， 热合 吉 迁 可 以 用 向 前 竹 疝 后 重复 河 梓 的 一 耻 炎 得到、， 且 从 
畦 锦 淖 全 二 全 ni 但 癌 无 软 远 处 的 两 个 对 称 分 玄 毅 夏 例 车 运 其 小 


如 于 . 

坟 旋 能 (在 运动 时 并 丈 0 的 稿 疯 下) ， 
起 无 雳 太 , 秆 的 在 焉 通常 
使 是 中 呈 ' 本 和 有 具 有 有 了 照 直 的 特 诈 出 是 妈 此 


起 4 导 


邻 抉 地 稳 向 于 一 oo 时, 质点 沙 " 到 中 旋 寺 容 六 


“六 总 由] 

nT eo A 

- -一 {i 1 他) 2 i 
2 | ye" 


或 rr 


Wr, 


可 每 出生 论 , 了 要 有 取 竺 疤 呵 于 宕 的 数 扩 人 
pe 

1 i EY. Ti i oy 型 - |， 中 

-这 名 是 六 ， U 6 [3 位 - pr 放 i 


潭 于 一 六 和 比 。 

到 题 
上 并 柬 月 基于 在 下 于- 
有理 这 ， 


诅 ， 闻 原点 位 宁 球 起 而 这 禹 强攻 门下 的 球 沾 可 


. na 
Lo= 


上 六 
dl 


二 有 2 = ry ! 
和 . 


是 御 和 天宇 竺 ;因此 癌 算 的 : 分 时 相合 的 广 闵 站 是 
I 
部 沁 
及 
Fe -人 于 sj Oe 23} Be es 各 一 ie -十 


ot ?一 > 昌 半 


a 


+ 一 样 变 


计 se 


运 呈 的 加 了 个 可 i 吕 通 汗 各 FH Cs , 


所 有 手 能 并 了 ->9 肝 是 


散人 不 乏 式 


的 


1B 


到 芯 


1 汝 的 近 社 坦 日 痪 数 吓 


人 


(i) 


了 一 Ht ora (2) 


性 站 双方 各 的 积分 [第 二: 章 ] . 


一 一 um -ea re 2 : “ TT me 


出 此 解 出 8， 尘 分 高 三 量 可 得 - 


| 亲生 一 一 一 ， (3) 


分 
Ns. F -rT = 中 中 0] 


这 电 纪 | 开 了 “有效 位 部 ?” 
. 本 了 中 
利 骨 01) ;我们 找到 和 角 麻 w 为 
a dd 
Dm SI EB op OY 如 
积分 (3 ) 和 (4) 可 化 为 第 一 类 和 和 第 三 涩 椭 因 积分 。 

和 角 站 运动 的 这 域 由 条 件 玉 >Togpq 玉 决 定 , 而 它 的 边界 田 方 种 酝 = Lam 
决定 。 玫 方程 居 res 有 的 二 次 市 程 ,在 一 1 和 十 工 间 有 了 两 个 根 ; 这 两 个 粮 确 定 
了 球面 上 两 和 平行 琴 的 依 器 ， 整个 同道 都 位 于 这 两 个 因 之 癌 。 

3, 在 重力 成 中 , 有 -- 质 点 在 项 朝 下 褒 直 放 洲 的 周 座 体 〈 俏 点 张 航 为 2q) 
王 面 荆 运 动 , 茂 积分 它 的 过 动态 种 。 

藤 : 在 以 雏 的 韦 点 为 原 不 便 轴 臂 址 阿 上 上 的 球 举 标 中 拉 格 归 怕 亢 娄 是 : 


= Cr rain? a pp — mar 0a ro 


坐标 PF 是 御 坏 的 , 洲 


— ng cos 8, 


《本 


,= 3 Sin ayp 


又 是 守 镇 的 ,能 最 


Ht 2 
村 二 一 一 十 一 - 十 十 e003 婉 
2 Dr sin a ” 


用 与 各 题 寺 同样 注 法 我 的 得 汉 


[8 Dogpm tr)] 


di, i dr 
PT in? cy | 


Br A 三 -+ mgroosao 


牺 件 五 一 Cop 是 7 的 二 次 方程 ( 当 开关 0 时) ) ' 记 有 两 个 正 下 ;这 两 
个 正 模 确定 让 锥 面 十 两 个 水 于 略 的 位 置 ,而 笠 道 册 补 巍 制 在 这 两 个 水 平 汪 之 


了 中 一 


[0 志 下 蔓 间 是 此 


状 。 

3， 试 积分 平 次 皖 的 运 吉 右 程 ， 设 授 的 悬挂 点 (有 具 有 监 最 wm) 可 以 在 水 于 
方向 运 芭 i 所 轩 2。 

解 : 站 85 的 习题 2 乍 所 找到 的 拉 格 郎 和 白带 数 中 , :是 循环 化 标 。 因 此 ， 
入 又 未 总 冲 量 在 水 平分 量 相 重合 的 /“ 广 神 盟 如 花 守 恒 的 : 


二 Nt 十 1g} 主 十 议 训 C05 杞 二 常数 ， ‘1) 
总 可 以 把 体系 整体 看 做 鹿 止 的, 这 时 常数 一 0 而 微分 瞩 种 C1 ) 粹 号 关系 式 
Cn 二 718) 避 十 Si 出 一 带 癌 ， 了 了 
-这 起 示 在 水 平方 向 .上 体系 的 二 性 中 心 是 硕 下 的 。 利 用 ( 工 ; 如 得 能 量 为 
= (1 | 9 一 2 {3 } 
2 jy i 
i ~ ns. 
出 此 ts | an a, 
i a 二 et B03 


从 助 于 (2) 通 入 台 当 直达 类 证 hy 沟 征 标 :如一 站 78 让 Po 二 4 503 后 ， 


-我 们 可 得 到 结 涌 : 苇 粒子 的 辆 道 扔 是 以 . 忆 水 平王 地) 而 以 1 为 陷 


本 
看 秆 理 的 粮 辕 的 一 席 。 当 myse 了 时 就 回扣 到 光 闭 加 绍 摆 双 的 -上 禹 数学 摊 
物 捕 =- 见 了 。 


#15。 刻 卜 勒 癌 是 
中 心 闭 的 一 个 标 重 要 的 情 刀 是 位 能 与 了 牙 反 比 , 从 而 相应 的 
力 与 喧 刻 反 引 胸 蝎 。 千 申 广 有 引力 场 和 库 俞 静 电场 就 是 这 类 塘 。 
我 们 知道 :第 一 种 场 共有 吸引 的 特性 ;而 第 二 种 声 央 可 能 是 吸引 的 
声 , 也 可 能 是 排 不 的 器 。 
我 倍 先 研究 吸引 场 , 在 场 中 
U=—， (15,1) 


其 中 是正 的 ， 有 效 位 能 
Up Ga 


名 dm 


.的 图 形 具有 加 40 于 所 未 的 形状 。 当 和 >0 时 ， 它 趋 于 co 而 当 


- 


4 运动 方程 的 束 分 [各 三 辣 ] 


和 = 村， 宅 妥 由 多 伪 天 际 黎 近 于 汰 1 和 ? 一 后 已 有 最 小 , 丁 ， 大 


等 于 jp 
(Ugg) en= —-0 1 (16, 
从 图 上 辫 刻 看 得 出, 当 忆 :0 时 
实 点 的 运动 将 是 光 限 的 , 而 当 
0 寿 肝 是 有 限 的 。 

殿 助 于 一 般 的 肥 式 (14,7) 可 
得 曾 岂 泣 的 形状 。 将 可 一 一 押 代 


入 其 中 并 进行 初等 的 积 郁 运算 ， 上 | - 
我 们 将 得 到 - “ 置 10， 
oy | 
p =are C08—, = A -十 御 数 。 


/3 D 让 上 5 二 


和 改 介 证 当选 捍 角 上 度 op 的 本 值得 常数 一 9; 天 引信 符 导 | 


= 一 y 十 i (时 
避 生 蒂 的 到 式 可 改写 成 & 
=1+ecos gp, 和 (45,5; 


这 就 是 焦点 在 坐标 原点 的 加 繁昌 缆 方 程 , p 和 < 是 所 角 雪 省 的 基 
数 认 ! 仿 作 奉 。 从 (15, 骨 可 看 出 : 我 加 所作 的 w 的 语 算 起 点 的 选 
择 , 就 在 于 mp =0 的 点 离 中 心 晤 近 ! 所 庆生 道 的 近日 点 )。 

在 燃 们 的 情况 下 , 当 两 个 物体 狭 观 冬 (15; 轨 互相 作用 时 ,其 中 
任 一 个 粒子 的 害 赣 才 是 焦点 在 共同 的 展 狂 中 心 的 图 位 曲线 。 

从 (5,4) 可 汪 出 , 当 五 之 0 时 偏心 率 o<<1, 电 就 是 说 的 得 是 个 
轿 疝 【 随 切 ) , 而 接 本 节 开 始 所 流 , 运动 是 有 限 的 。 根 据 拓 家 独 名 


1§ 251 划 下 山 同 题 47 


秋 的 解 币 用 何尝 的 公式 , 梭 肝 的 定 芭 相生 得 地 


nH._., 和 CE 2 加 _ 1 
[ 了 一 5 3 ep A 7 BT D 了 » 


能 呈 的 最 小 许可 秆 符合 
于 5, 信 ， 这 时 c= 也 就 
是 给 问 贺 变 成 为 图 ， 应 当 指 
出 , 椭 图 的 县 乍 秆 只 依 杀 于 
慌 点 的 能 量 ( 和 耐 不依 顿 于 间 
量 短 )， 哑 场 中 心 ( 粮 辕 的 体 
避 }) 拭 短 衣 Hb 民 共 的 时 痪 符 汪 


Tin = = {le Tr “T=0(l+t0) - {1,7} 


这些 性 达 武 [ 舍 有 (5, 介 和 W579 的 4 和 本 当然 也 可 以 当 作 方 稳 
式 Uog (7) = 如 的 模 击 楼 得 到 。 
浴 椭 加 就 道 周 芒 的 时 了 疝 , 电 就 是 运动 的 周期 加 , 借 芒 于 以 “ 面 
积 积 分 ”(14,3) 玉 束 示 的 冲 晤 和 拓 守恒 定律 很 容易 冰 进 。 对 时 间 从 
小 到 人 积分 此 等 式 , 我 们 将 得 到 
2mm f= 了 THM, 
式 中 了 是 轨 道 的 面积 。 对 于 粮 图 f= 二 348, 再 人 恒 劝 于 公式 (15,6) 
我 们 可 得 到 z 
全 = 2raif 一 ras 至 ro “15,8) 
周期 的 乍 方 应 与 略 道 纺 度 的 立方 成 正比 这 个 淖 实 已 名 在 #0 中 
指出 过 了 了 。 还 应 指 出 的 是 ,周期 只 依 报 于 里 点 的 能 量 。 
当 吾 20 时 ,运动 是 无 限 的 。 如 果 百 >0, 嘟 么 惨 必 率 e>0, 也 
就 是 党 , 辕 道 是 各 过场 中 心 信 点) 的 习 曲 黎 , 下 像 略 12 所 了 示 、 近 
日 点 到 中 心 的 距 次 


48 话 动 方程 的 积 从 [党 三 车 ] 


-2 ae 1), (15,9) 


是 双 曲 厂 的 “ 秆 轴 ”。 z 

当 召 -0 时 , 仿 心 素 e= 1 也 
就 是 广 , 粒 子 治 着 近日 点 距离 为 
rn 一 号 的 抛物 线 运 动 。 如 果 粒 


子 自 无 劣 远 处 由 前 止 状态 开始 自 
己 的 运动 ,就 将 出 现 这 种 情况 。 加 了 2， 

”粒子 沿 执 道 运 动 时 , 它 的 坐标 对 时 湖 的 估 束 关系 可 以 借助 于 
一 般 的 下 式 (14,6) 技 到 。 它 可 以 按 下 栈 方 法 表 孙 成 极 方便 的 大 数 
形式 。 z » 

”我 们 先 看 洞 因 的 轨道 。 接 照 (15,4) , (15,6) 引入 a 和 <。, 把 决 
定时 间 的 税务 (14,6) 写成 


rar 
A 
IF 2m | FE! 
rr 
Va JVeB- Gas. 
借助 于 理所当然 的 代 换 
- ra= 一 Ce 008 £, 


这 个 积分 变 成 
,ty We | -eeos 昌 由-=W om 人-esin 自 十 常数 。 
适当 选 摆 计 算 时 间 的 起 皮 ,全 得 常数 变 成 党 ,我 们 最 效 将 得 到 
以 下 的 + 恢 闲 于 i 的 套数 表达 式 : 
r=all—eoot), ty (Eosnt) (15,10, 


| 


[和 15 i 刻 上 瘟 佑 是 .9 


( 当 #=0 时 ,粒子 在 近 提 点 ;。 通 过 同一 个 参数 还 可 以 表示 粒子 
的 迄 卡 乐 侍 标 =7 co8 三 ，g 一 了 在下 六 人 看 17 未 俘 罚 洁 着 六 图 的 其 
全 四 和 短 平 轴 )。 从 (5,5) 和 (145,10) 我 位 有 
er=D—r=0 eal ee0 d= a te, 

而 y 可 由 和 ?一 个 玉 求 , 最 后 ， 

m=0e08 Ee), ya 下 -全 人 8, 11) 
参数 上 从 零 变 到 27 对 应 闭 沿 椭 图 转 一 局 ， 

于 双 曲 米 雪 道 进行 完 双 类 似 的 计算 导出 以 下 赫 休 ; 


r=alech£—1)}, #= 站 (esh 二 一 二 


; (‘15,12. 
=a eo, y=aw 人 一 下 加 i, 
式 中 矢 艇 的 数 侍 从 一 202 到 十 co。 
” 泸 们 再 来 研究 在 挑 斥 的 场 中 的 运动 ,在 比 种 涝 站 
二 2. 

U= (15,18} 
(2…0)。 此 时 有 效 位 衣 

二 

La 一 六 Zr 


当 7? 了 由 等 侣 到 oo 有 时 宅 从 十 于 单 调 地 下 降 到 二 ， 粕 子 的 能 量 只 可 能 

是 正 的 ， 因而 运动 总 是 盛 限 的 。 这 种 情况 的 计算 竺 全 与 -上 轩 所 作 
的 类 忆 。 示 道 是 双 担 嫉 : 当 吾 =0 时 是 摔 驳 线 }; 

= 一 1+e cos i (15,14) 

简 13 所 未 - 近日 点 距 痪 

Pin = et , (CIB, LGB; ,| 


mm 


它 对 时 蝴 的 依 具 关 簿 由 下 面 的 大 数 方程 苍 出 : 


50 直 动 方程 的 积劳 [i 
r=ateeh E+1. . 
一 GE 和 
V es 过 十 它 ) 3 (15,16) 
t=—ateh t+r), 
YO 1sh ct, 
” 症 圭 束 本 节 时 我 们 指出 , 害 


场 一 (0 的 符号 任意 ) 中 运动 
时 ,就 有 正 是 此 种 场所 特 有 的 运 
荔 积 分 。 很 容易 用 直接 的 计算 检 


恰 国 ” 13， 
z [了 十 人 -一 常 向 最 。 ,109) 
事实 上 , 它 对 时 间 的 全 微 商 等 于 

[WM]+ < 全， 


稳产 =mfrvl 代 和 大 后 ,上 式 蛮 为 


.i. a. fw 
mr Cp mv rb) 十 -2 0) 
_ 下 " : 


按照 运动 方 积 mF 一 “5 可 求 得 这 个 表亲 式 为 需 。 
我 们 净重 措 册 ,就 像 尘 积分 和 刀 积 分 一 样 ,运动 积分 (15,17) 
是 粒子 状态 (位 闭 和 过 度 ) 的 音 值 画 数 。 在 50 中 我 们 将 大 到 这 
个 队 加 的 在 秆 积分 的 出 更 是 与 所 谓 送 动 的 简 间 联 且 着 的 。 
慷 是 - 
1.。 写 求 当先 子 在 更 习 = ~ 字 中 运动 而 具有 能 是 =0 ( 沿 描 物 钱 ) 时 ， 
坐标 对 冉 有 私信 晤 . 太 系 。 - 


解 : 在 积分 
rer 
= [sy 
2 了 号 
V mi 
中 作 代 换 一 (+) 


Dijbee 


革 果 得 天 川江 关系 半 好 下 大 娄 玉 达 式 : 
r= 2 下 了 人 二 下 加 


5 和 人 一 归 )， 4 一 DT 
参数 9 的 依从 一 到 十 ce。 
2. 试 积分 里 点 在 中心 堪 5= - 永 ”i4> 名 中 运动 的 方程 。 


解 : 按 腿 会 芝 人 6)， 员 4 站 对 PP 和 7 的 计 笋 起 点 折 庆 当地 选择 我 从 
求 得 : 


. lf 3 i rm 
ET 让 | -二 
.| 3 1 Bm |， /me 1] 
全 “ar mt 1 
{ 全 了 :二 李 无 时 ， | r Do bs i 2 [3 
， 3 于 Bm | ‘om | 
3 -二 .一 i > 
) 洒 下 全 全 有 om Ep oa ks “ 


在 所 有 三 种 请 况 下 ， 
| -- TN ef Er 3 a 


在 (6) 逢 的 情况 玉 ; 特首 在 0?03 时 赵 近 也 举 标 硫 灰 ;车 六 就 党 此 赂 道 
的 中 辣 * lta ln 半生 人 和/ 它 锋 村 


Eh fu-3 3 Ba ~ ve 一 3 。 
全 ， 省 过 能 二 -以 小 的 纵 曲 投了 ) 国有 有限 下 半生 
队 全 的 了 :全 鳃 -一同 ,机 通 的 近 由 点 者 穆 琦 一 个 下 的 前 度 奈 。 让 丰 1 一: 


ES 


下 


解 : 当 7? 内 17, 变 到 nor A 中 区 重新 放 于 oa 时 ， 总 间 的 i 疏 恋 辣 由 全 人 


已 


ga 远 动 矶 各 的 积 匣 [芝兰 允 ] 


式 人 ,10) 栓 出 ,我 权 抬 此 式 写成 ， 


p= ME, 
- 2 | 2m (HU) ~ 2 


(为 了 避 喝 以 后 轩 现 伪 发 齿 积 分 }。 合 口 二 一 人 t+ 间接 廊 7 的 右 次 尾 开 被 积 


区 数 ;展开 式 的 扫 次 项 答 册 3x, 而 一 次 项 粮 出 所 要 找 的 巷 动 印 : 
Qmail dr a en [x 
3 二 一 Di ray ), (1) 
DM | 一 2m( 了 二 和) 一 全 3 这 (二 0 ) 、 
这 里 我 和 把 对 的 积分 岳 成 了 活 “ 未 受 微 扰 ” 的 运动 的 最 道 对 oz 的 积分 。 
在 (a ) 的 请 况 下 【1T 中 的 积分 是 很 寻常 的 , 积分 后 可 得 
TBm _ _ 2rB | 
=~ MM 加 ap 
[wp 是 (15, 44) 站 和 儿 在 (5) 购 情 交 F ra 此 


(5， 号 求 取 工 二 + 我 们 恒 得 到 


6ra7yiaa __ Bry 


部 一 一 Wi apt 昌 


第 四 章 ”粒子 辜 接 


§ 16.， 粒子 的 分 列 

冲 便 与 能 量 的 守恒 定律 本 身 就 已 纤 可 能 在 许多 缚 况 下 作出 一 
系 刻 涉及 各 知 力 学 过 程 性 质 的 很 重要 的 类 芥 ， 在 这 里 特别 重 早 的 
是 :这 些 性 质 完 至 不 依 吾 于 参加 过 程 的 粒子 间 的 得 下 作用 的 具体 
类 型 . 、 

栽 合 先 从 一 个 粒子 “自动 *”( 即 汕 有 在 外 力作 用 下 ) 分 强 成 丙 
个 “得 戌 部 分 抑 印 两 个 在 分 型 后 就 相互 无 关 而 各 和 月 运动 的 粒子 ) 的 
过 程 开始 . 

这 个 过 程 在 粒子 (分 狐 前 ) 为 稻 止 的 明 算 系统 里 观察 它 时 看 来 
旦 最 简 覃 的 了 。 优 据 中 量 守 恒定 律 , 由 于 分 裂 而 形成 的 两 个 糙 子 
的 冲 重 的 和 仍然 等 干 辟 , 印 粒子 带 效 数量 相国 方向 相反 的 冲 量 飞 
开 , 而 冲 晤 的 共同 的 灶 对 值 (用 po 败 示 ) 由 能 量 守 恒定 律 


机 Hi = Brunt 各 -二 Bon 下 
确定 ,和 际 中 和 与 人 是 粒子 的 筑 量 ， Binre + -可 Vopr 区 同和 阁 肯 的 闪 


能 ,而 五 = 是 原来 糙 于 《 即 分 裂 糙 子 ) 的 内 能 ,我们 用 。 表示“ 分裂 
能 , 即 内 能 差 


吾 = Fin — inn — Espn (6 了 +4) 
(显然 ,要 分 错 可 能 ,这 个 量 户 当 是 正 的 )。 这 时 我 们 有 
-中 ( 二 二 元 )= 起 ， \16,2) 


和 5 即 由 上 式 决 定 (rm 是 两 个 莹 子 的 折合 质量 ), 而 粒子 的 速度 各 海 
{ 53) 


za 和 六子 柄 挤 | [第 多 二 1 ， 


Win = 一 -名 mn - 刘 。 


贡 在 本 到 苍 作 粒子 以 吉庆 六 运动 的 计算 肤 统 中 去 。 通 常 称 
这 一 友和 锭 系 移 为 实验 举 柔 耕 ( 或 x 系统) ,省 与 " 符 竹 中 心 洒 统 ” 
者 系 航 ) 不 回 , 在 慢 链 中 心 柔和 级 中 , 总 冲 量 等 于 堆 。 我 们 六 研究 基 
生 糙 子 中 的 一 个 ;该 旭 和 bo 分 天 琢 示 在 4 系 就 和 # 腺 入 中 的 过 
度 。 由 显而易见 的 等 式 二 玉 +vo 误 9 一 了 一 0 我们 可 得 
v2 2 Cog = 多， .16,8) 
其 中 9 是 粒子 相对 于 这 度 殊 庆 向 的 飞 由 和 角 。 在 3 环 统 中 ,新生 粒 
子 的 速度 对 宅 的 飞 册 方向 的 依 青 关系 出 这 个 方程 式 确定 。 此 关系 
可 夭 较 了 4 上 之 圈 形 用 图 解 让 奏 示 出 来 。 速 度 p 是 由 焉 离 图 中 心 
为 六 的 委 点 引 向 竺 各 为 ww 的 赔 周 上 菜 点 了 的 向 量 阁 出 。 轿 14,a 
和 和 8 分 玉 对 应 于 六 二 ww 入 wo 的 两 禹 和 情况。 在 第 一 种 禧 况 下 
莹 子 轴 这 以 入 何 角 0 飞 出 但 在 第 二 种 捕 呢 下 粒 于 只 能 以 不 超过 
gs 的 角 日 悦 出 ,Wax 由 等 式 . 
sing es z 和 


锁定 ( 邮 4 生 点 所 引 的 降 的 切线 的 万 癌 7。 


. 园 村 . {EF tn 


男 ， 丙 多 冯 地 器 , 虐 贱 是 全 全 为 6 的 且 球 上 的 任 一 点 , 属 4 不 所 机 的 里 起 过 个 理 
的 让 径 原 高 。 


yn 


Ls 9 粒子 的 分 委 王 


一 -一 - 加 -- -一 -~ - 一 一 一 = 一- 


在 同一 加 形 上 ， 2 条 禾 和 tt 系统 中 的 飞 内 角 6 和 1 0 之 册 的 关 
莱 世 是 显 丽 易 见 的 , 计 个 关系 由 公式 


葵 出 。 加 果 对 cos 馈 解 这 个 方程 式 ,性 未 闲 过 简单 的 变换 后 可 得 

COs to = 一 二 sina6 十 cos 8 一 Psine gd. +116,6) 
当 vo 时， 上 HO 之 辐 的 关系 是 和 萤 慎 航 ， 这 上 由 陋 4, 中 电 可 滞 
出 。 这 时 在 公式 (16,6) 内 的 根 导 兰 应 洗 正 号 ( 因 当 4 一 0 时 8=0。 
如果 to 三 ,那么 G6 和 昌之 项 的 关 丢 就 不 是 单 值 的 了 : 每 一 个 6 
的 僵 对 应 于 两 个 名 的 值 , 这 两 个 值 与 (图 14,6 上 ) 关心 下 向 成 避 
和 点 口 的 两 个 向 量 对 谱 。 在 (16, 昌 中 根 号 前 两 个 符号 与 这 种 情 
况 符合 。 

在 物理 应 用 中 元 常 遇 到 不 是 一 个 ,而 是 很 多 相 同 粒 子 分 裂 的 
情况 ,由 于 这 个 原因 就 发 生 了 关于 新 生 粒 子 按 方 癌 、 能 量 等 畦 分 配 
的 上 稍 题 。 这 里 我 们 将 假发 所 有 原来 的 粒子 在 实则 的 运动 方向 是 杂 
乱 无 章 的 ,如 在 均 谨 米 是 各 测 同 性 的 。 

在 4 系统 办 对 这 个 问题 的 同 答 是 轻而易举 的 :所 有 的 分 裂 粒 
子 (同样 类 现 的 ) 有 同样 的 能 量 , 它 征 按 飞 出 方向 的 分 布 是 各 和 辣 同 
竹 的 ， 司 一 谷 断 和 所 做 关于 原来 粒子 动向 的 汪 乱 性 的 候 改 有 关 。 
这 假 荡 意味 着 乍 立体 角 元 dco 中 飞 出 的 粒子 数 在 总 数 中 所 估 比 重 
与 os 的 大 小 碾 正 比 ,分 等 于 - 字 ?， 把 doo 一 2% sin bago 代入 后 ， 
我 们 和 将 得 到 接 角 度 名 的 分 布 铺 况 ,部 

Bin 0 a0, ， 16,7) 


在 + 汽 航 里 的 胃 布 情况 可 对 这 个 雪 达 式 元 行 想 卢 的 变换 来 得 
到 。 例 如 :我 们 来 确定 在 + 漆 舱 中 按 动 能 的 分 布 稍 况 ” 将 第 式 


8 。 糙 子 器 撞 . ” [说 四 章 1 
.. i. ~ -_-，. -~ 一 .一 一 要 --  . 


2 一 00 十 六 下 方 可 得 
* ”的 一 3 由 十 ?+ Pa VW oon do, 


we) 
由 区 Geos bo 一 oo " 


3 过 
在 此 式 中 引入 动能 了 一 (其 中 % 是 mm 或 者 品 ; 要 看 我 们 所 研 
先天 一 的 产生 入 地) 再 交 代 六 (06 站 全 和 到 了 的 
dr 风机 
Te (16,8) 
动能 可 取 从 最 小 值 Tow 一 万 (vo 一 也 ?到 最 大 什 了 Tn 一 9 ve 
之 间 的 一 切 值 ,在 这 个 范围 内 ,粒子 按 (16, 引 均匀 分 布 。 
当 一 个 粒子 分 多 为 多 于 两 个 的 部 分 时 , 冲 量 和 能 量 的 守恒 定 
律 仍 恩 成 立 , 自 然 , 新 竺 粒子 的 添上 度 和 为 向 谤 之 身 裂 为 两 个 的 情况 
具有 更 天 的 任意 性 。 准 中 可 注意 的 是 , 在 4 系统 卧 飞 鲁 粒 子 的 能 
量 稻 准 有 一 个 确定 的 值 , 可 是 ， 在 芒种 情 沈 下 ,任何 新 生 和 粒子 可 能 
具有 的 能 量 有 上 限 存在 . 
为 了 确定 这 个 上 限 , 除开 一 个 煞 定 的 粒子 {其 质量 为 m%) 下 
外 ,把 所 有 半生 粒子 的 第 和 看 作 是 一 个 体系 ,用 未 东 这 个 体系 
的 “内 能 ”"。 这 时 粒 予 ma 的 动能 按照 颂 式 (16, 了 1，(16, 中 将 是 


Te Ue (Bsn — Elsr hr) 


《对 是 原来 粒子 的 痪 量 )。 虽然 , 当 玛 。 为 最 小 时 ，?ao 将 有 最 大 的 
可 能 值 。 为 此 ; 队 粒 子 mz 以 外 的 所 有 新 生 粒 子 应 以 同样 的 尝 度 运 
动 , 这 时 到 ,不 过 是 它们 内 能 的 和 , 而 能 最 差 及 一 加 w 一 本 是 
牙 型 证 。 因 此 


: CPR (16,9) 


Ly 26] 入 子 的 路 光 5 


一 qq 一 人 


习 是 


. 求 在 分 橡 刻 两 个 粒子 时 两 个 新 人 竺 莹 子 的 飞 洁 角 9 Bs 之 天 了 的 关 乘 
pg 
解 : 在 4 洒 闵 中 丽 个 袜子 的 飞 用 了 称 愉 bu 一 开 一 za 相 联 采 。 特 tn 宵 纪 
bo 当 之 并 运用 公 世 6,5) 于 两 个 莹 子 中 的 每 一 个 ,我们 可 写 出 
Es 0s Go To SI Bo cle 的 ， 
1 ra ns Ho Vog Sin fo Cter Bao 
看 当 从 这 两 个 等 式 中 请 类 如 ， 为 此 我 全 于 求 出 eos 三 和 sin 20; 狼 后 租 成 
eos’ 60 十 sin Bo 一 1。 洪 秆 到 2 = 闻 运 用 公式 (16,2, 我 们 将 求 得 下 天 


再 程 : 
TE Rin, ain 一 双生 站 Sin 站 soos 161 Ba) = 
2 Mia 
i 
(Hi : 2 
2 斌 求 让 及 藉 : 远 中 源 牛 粒子 按 - H 太 同好 本 内 情况 。 
盘 : 当 时 将 根 线 部 噶 正 号 的 1416 全 清太 6 我 赐 祖 公所 孙 的 


全 也 所 况 汶 


[9 
了 二 一 证 ES dp 
=u ft 6 | 二 os tt 一 后 一 一 -| (DS 
~ ' a 1——a ini6 
ET 


的 个 可 能 的 头 条。 朗 扒 于 增加 村-13 六 对 
庶 的 bs 的 两 个 笠 中 一 个 将 者 加 , | 而 易 一 个 准 沽 省; 慰藉 就 应 当 取 在 1 三 的 
提 呈 前 带 两 外 符号 | 的 不 是 和 DD 精 时 我 相向 得 4 : 


fa 


] 十 一 OS 2 站 
， ET ent 四 7 -上 i {OE nar) 
Ai f SI [i 


3. 该 求 在 .条 区 届 泌 个 新 生 符 六 民有 考 调 的 史前 之 征 的 可 能 范 座 。 

解 : 入 舟 公 民 i6,5: .只 痢 题 和 次 定 的 角 的 和 6 二 的 ; 志 能 最 简 
哇 启 站 入 抽 莽 。 A 上 查寻 是 T 用 机 寻 、twt 将 法 
的 5 训 能 结 的 学 旦 六 了 确 和 过 必 向 让 下 : 


58 ” 粒 半 感 捞 [第 四 章 ] 


如 时 vo < ts HO 


如 果 下 <voy lw — Ps Sd 
如 果 到 > pan， RO 
此 处 之 角 ;的 秆 由 下 式 决 定 : 
-Hin d= et 二 ta 
二 Disuap“” 


-人 1 粒子 的 弹性 磁 挤 


如 果 两 个 粒子 在 磺 树 后 内 部 状态 不 发 生 改 变 , 吉 此 乞 磺 擂 称 
为 弹性 克 手 。 与 此 相应 ， 对 这 样 的 雄 擅 运用 能 量 守 : 巧 定律 时 ,可 不 
考虑 粒子 的 内 能 。 

广 宰 在 两 个 粒子 的 惯 挫 中 心 为 裔 止 的 计算 系 入 ( 必 系 钞 } 里 起 
来 是 最 简 的 了 。 民 在 .上 节 一 样 , 我们 用 指标 0 类 了 示 在 这 系 就 内 的 
各 个 量 之 值 ， 砚 揪 前 粒子 在 系 丢 中 的 津 席 和 E 们 柱 实验 室 系 统 
内 的 速度 i 和 bs 之 抠 的 关系 为 


Wd! 


Ta 
tw = 0 一 一 t 
J] 地 1 | 市 了 间 圈 : 3 | » 4 


其 中 = 一 J[ 见 (18,2)]， 

由 于 溃 量 守恒 定律 ,在 磁 捞 以 后 两 个 粒子 溃 量 的 数值 相等 , 方 
向 相反 丽 由 于 能 量 守 恒定 律 , 站 最 的 稳 对 秆 也 将 是 不 变 的 。 因 
此 ,在 4 采 统 里 矶 擅 的 灶 果 是 使 得 这 两 个 粒子 的 迷 度 的 方向 与 以 
前 相反 而 数值 不 变 , 如 果 用 fo 表示 在 克 手 后 粒子 ma 的 速度 方向 
下 的 单位 向 量 ' 屠 林 在 大 本 后 两 个 壮 的 迷 度 (用 “ 杠 招 它们 区 
出 来 ) 将 是 


Vis 一 2 | 4 
me] th vi , 是 ne En Mn: (17 ,1) 


为 了 加 到 实验 宝 计 算 条 先 ， 应 法 将 异性 中 心 的 法 度 FF 加 莘 这 些 式 
子 中 小。 于 是 ,我 们 将 得 到 磋 描 后 质点 在 条 畔 中 的 巡 度 为 


r 
V0 = 


[E17] 狂 子 的 弹性 础 撞 如 


\L7,2) 


1 Pa a 
机 一 一 一 4 十 一 
EE 0 十 Mt be 局 


关于 强 性 大 找 , 表 熏 和 剖 重 的 守恒 定 笠 只 能 上告 元 我 们 这 此。 
邓 于 向 是 ,Po 的 方向 , 那 它 是 与 直子 相互 作用 的 规 奉 和 答 笠 播 时 的 
棚 互 己 症 有 关 的 : 

可 以 在 几 司 上 水 解释 得 到 的 竺 果 。 把 速度 换 为 剂 蕊 在 这 了 是 
比较 琅 便 的 ,分 别 用 mr 和 me 王 等 式 计 7 21 可 得 


上 -一 ， TL 1 1 2 
D1 一 vo 十 pr (Pi + pa) 
Pe = — nfo 十 i {Pi + D2) 


(mm 二 一 一 折合 质量 ) 作 诗 征 为 225 的 辣 , 半 局 图 I5 持 样 


， TEL Ts 

作出 图 水 - 加 果 提 位 向 量 2 
沿 着 0C 的 方向 , 邯 么 向 晶 
了 和 6 就 烙 出 禄 应 的 证 
最 玉 利和 ， 淮 镶 完 及 和 
Dp; 的 条 件 下 , 贺 的 定 径 和 点 
4 与 点 BB 的 位 三 荐 固定 的 ， 


而 点 在 间 周 上 可 以 有 性 意 
的 位 什 。 DE mp 


我 们 比较 详 基地 来 研究 了 到 
WL Tip 
一 下 套 担 前 的 粒子 咏 有 一 个 ”._， ha 
oy . OB= HU (P12) 
(假定 所 就 是 粒子 os 是 处 
于 静止 的 情况 ,站 这 个 情况 六 站， 
下 ;其 记 08= 一 一 下 一 gintvy 和 衬 径 相等 , 序 思 点 和 在 加 关上 


341 十 Ts 


50 怕 学 矶 擅 . [第 加 阐 | 


征 癌 景 4B 和 散射 前 第 一 个 粒子 的 冲 恒 Pi 相等 。 这 时 4 芒 蚌 在 
图 内 (和 如果 mmm) 或 在 图 外 (如果 ">ms)。 在 圈 16,4 和 6 上面 
-册子 与 此 相应 的 关 形 。 轴 形 上 的 笛 刀 和 网 是 在 磁 托 后 粒 邓 相对 于 
措 语 方向 (和 :方向 ?的 仿 角 ,用 7 过 示 的 中 心 角 ! 世 确定 加 的 方向 ) 
是 在 谨 性 中 心 系 入 中 第 一 个 粒子 的 转角 。 由 国 可 知 , 角 山 和 所 能 
藤 通 过 骨 x 用 公式 


Ca mr hy {CH nr is 


2 合生。 


可 ”六 ， 
. 事 示 。 同 样 我 们 可 办 出 用 同一 角 7 确定 厂 机 后 两 粘 子 深度 契 对 值 
的 及 起 | 
mm nn 08 7 


1 oer} 吉 
和 二 mn, 9 7 六 min 。 (17,65) 


0 +6; 是 在 殖 摄 后 两 被 子 忆 直方 向 壤 的 夹 角 ? 虽然 当 Ph] MY 
时 1 ,> 了 妆 入 1 全 Ws 时 + 所 证 

如 果 确 措 后 两 粒子 在 一 条 相继 上 浴 动 (正面 手册 )， 则 y 等 二 
史 1 如 甘 襄 厂 点 的 位 忌 在 音符 上 > 关 : 在 4 的 左 玉 ‘ 烟 168, 4 这 持 D1 


了 将 手 的 四 性 凶 接 - 时 


与 po 百 有 类 及 的 大 站 向 ), 焉 书 在 ， 4 和 人 口 之 涪 ( 罗 16,5, 这 于 入 ,Ds 
有 同一 方 碍 '. 
在 这 了 F. 涩 六- 下游 接 后 的 进度 综 攻 | 


“FF i = 
是 二 机] iba 1 4 TL 了 ; 17 1 
“ ' 人 一 一 - 下 
?1 十 3 Er * 


这 时 3 的 位 基 最 去 可 能 的 演 ， 国 下 原先 裔 卡 的 粒 于 由 汗 僻 接 讲 
可 能 得 忽 的 最 大 能 呈 : 法 

Pn -一 at aa mr __ nm 国 了 (了 7 ， 7 
到 1 二 4 时 是 吾 术 前 汪 动 注 的 六 子 和 的 亡 能 量 ， 

这 op 9 讨 ， 基 第 一 洗 子 六 播 语 的 速度 可 在任 人情 万 回 、 怕 
关 来 rz>Tp2ay 运 翅 粒子 的 俩 
订 咖 不 能 起 过 某 一 个 上 藤 大 值 ， 
此 最 大 得 对 应 于 扫 扣 的 秋 个 仔 
填 [ 辣 16, 让 于 帮 时 伍 置 车 
皮 各 A 和 园 全 和 中， 委 表 
好 本 S11 站 nx = 5 或 者 


Sin Dax=- 了 。 (17,8) 


| 的 两 个 狂 子 上 其 图 “区 . 


中 之 一 :有 i ) 拘 古 撞 昧 济 季 单 。 这 时 未 只 是 :BB 局 ， 而 且 4 点 


得 位 于 图 网 上 ( 圈 工 )。、 这 时 


tr -一 一 所 
= ,= 可 将 9 Cl ,对 
人 5 所 4 3 Sm 六 a 7,10) 


以 误 指 出 . 故 仿 撞 后 隐 粮 手 飞 出 的 才 间 了 瑟 成 过 骨 ， 
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若 题 
1， 在 运动 粒子 mw 和解 目 粒子 ma 笃 掩 后 , 苇 在 4 采 顽 中 通过 它们 的 倾 
角 来 溉 东 它 们 的 速 订 。 
解 ， 出 加 146 可 看 出 8 二 2.0B'eos ps 或 党 


ts 一 2 Log bye 
ta 


对 于 囊 量 j= 二 dU 我 们 有 方 程 
OC A 2 C09 BL 


于 
[a 
1 所 4 一 1 
(SY 2 oo 0 0, 
+ had Pi 二 a 
髓 此， 
Fat 
各 Eo 1 ee 
[= 于 GOs 81 二 Ag 了 girn? Pr 
六 Py 9 Pi 


( 当 ma> ms 时 , 根 号 前 两 个 符 呈 都 旺 可 能 的 * 而 在 ms> wm 时 ;只 可 能 是 十 机) 


$18， 粒子 的 散射 


在 上 池 中 已 经 并 出 , 完 双 确定 两 粒 了 碰 择 的 精 果 :确定 角 % ) 
要 求 考 虞 阐 粒 子 王 相 作用 的 具体 规律 类 解 运 动 方 程 。 

”首先 ,我 们 控 一 般 食 有 即 率 研究 一 个 等 效 的 再 是 ,这 是 一 个 里 其 
为 mh 的 蒜 子 在 方 心 (位 于 粒子 的 展 性 中 心 ) 不 动 的 昌 (rm) 中 仿 转 
的 问题 ， 

在 $14 中 已 烃 指 出 , 粒子 在 中 心 场 中 的 扫 诞 , 相 革 于 通过 执 
道上 痪 中 心 最 近 的 点 所 作 的 直线 (4 赂 18 中 的 Cd4) 基 对 称 的 。 因 此 
办 省 的 两 条 闭 近 艇 和 这 冰 省 秋 相 交 的 和 角 是 一 痒 的 。 如 果 用 go 来 
泊 示 这 个 角 , 丽 么 由 贺 可 兄 , 粒 子 在 它 飞 过 中 心 附近 以 后 的 仿 角 是 
. X= Tole . ‘18,1) 
程 据 人 发 式 (4 站 npo 背 志 下 面积 从 来 雇 定 : 


1 


这 是 从 粒子 窗 中 心 最 近 的 
位 圳 到 先 穷 远 的 位 组 来 
取 积 牙 。 必 须 提 柄 一 下 ， 
ru 基 极 生 里 量 袁 达 式 的 
:和 

在 我 们 这 里 所 讨 答 的 
无 限 运 动 的 情况 下 , 坪 用 
粒子 在 无 沱 远 处 的 速度 
和 所 请 “瞄准 距离 "nm 
来 代 赫 常 车 玉 和 并 转 别 形 便 ，“ 贞 淮 中 并 ”是 从 中 心 向 5。 放 介 
所 引 玲 窒 加 的 长 度 , 尔 邹 这 棋 的 趴 离 , 如 果 力 声 六 存在 , 刚 料 子 以 
这 样 的 距离 从 中 心 专 边 镍 过 ， 能量 和 姓 按 照 下 列 式 子 通过 这 两 个 ， 


Mt (18,3) 
而 项 式 (18 ,2 采取 
p 字 
(18 ,4) 
VE 这 
7 mi 人 Tr 


的 形式 。 它 与 (18. 人 一 .起 水 决定 > 对 po 的 依 屯 关系 。 

在 畅 理 运用 中 一 般 必 须 遇 到 的 不 是 一 个 粒子 的 侦 离 , 而 是 落 
贸 散 射 中 心 的 有 相同 速度 的 休 则 粒子 所 葵 成 的 整个 粒子 京 的 散 
射 . 在 束 内 不 同 的 炉子 有 着 不 同 的 “了 贿 准 距离 ”， 因 而 可 谋 地 晤 以 


”不 出 的 角度 x 散射 。 我 们 用 gm 表示 单位 时间 内 在 % 和 7 二 dz 角 


ed 和 糙 子 详 撞 [第 四 理 : 


上 内 所 散射 的 粒子 数 。 这 一 数目 本 身 不 怀 于 描述 散射 过 程 的 特 
镍 ， 因 为 ” 区 人 人 村 种 于 到 的 各 度 (与 密度 成 正比 )。 所 以 我 们 
引信 关系 陈 


de = 15,6) 


其 由 交 是 在 晶 位 时 间 内 通过 重 坦 于 旧 的 单位 截面 积 的 粒子 数 (党 

然 ,我 们 假定 粒子 束 椒 和 白 己 的 幕 个 截面 上 蚌 均 句 的) 。 这 个 比率 有 

面积 的 因 次 , 称 为 散射 的 有 效 截 面 。 它 完 双 由 散射 志 的 形式 所 决 

定 , 是 散射 过 程 的 一 个 重 妥 特性 ， 

如 果 散 射 角 是 瞄准 距离 之 香 避 下 降 夯 数 , 其 yy 和 p 间 的 基 果 

是 互 为 音 值 的 。 在 这 样 的 情况 下 , 在 角 区 沿 x 和 7Y 二 ix 办 散射 的 

只 是 共 脐 淮 蚌 离 在 一 定 的 区 了 曲 pt 加 和 ptX) 十 dp (和 内 的 粒 陡 。 这 

种 粒 字 的 数 日 等 于 % 与 年 径 为 p 和 p+dp 的 两 图 周 间 环形 面积 的 
乘积 , 印 gw= 2rpdpwnm 。 所 以 有 效 截面 为 

do =25pdp 。 {18 ,6) 

. 为 了 找到 有 效 蕉 桓 对 于 散射 角 的 依 顿 关 系 ,只 要 把 此 式 收 号 

成 

do = 2mp(x) | 到 全 | (18,7) 


就 足够 了 。 这 里 取 微 商 六 的 绰 对 值 是 因为 它 可 能 是 色 值 ( 像 一 


般 常 有 的 情况 ) _ 。 宫 训 入 是 使 do 不 冉 平 面 角 苑 唉 , 而 属 立 体 租 
元 .在 两 个 赋 角 为 和 % 十 x 的 因 锥 林 间 的 立 栖 骨 蚌 吕 = 
一 2x sin xy Gx。 所 流 从 (18,7) 我 们 有 


de = 0 dp 
gin x | ox 


(18,8) 
妆 回 到 差 非 在 不 动 的 力 的 中 心 而 是 在 其 他 最 初 舰 目的 粒子 上 


TD 如 果 画 数 pt 是 多 外 中 于 未 显然 应 当 志 酌 数 各 分 技 取 这 类 浇 尖 式 的 和 。 
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粒子 来 散射 的 实际 问题 时 , 我 们 可 以 说 公式 (18, 刀 决定 乌 性 中 
心 系 桩 内 有 效 堆 西 对 获 射 鱼 的 依 辐 关系 。 为 了 找到 实 三 岩 系 娄 内 
有 效 蕉 前 对 散射 角 指 依 顿 关系, 应当 抬 这 公式 内 的 yx 按照 公式 
?7,4) 通过 吃素 表示 。 过 时 及 射 燥 子 束 的 散射 截面 的 宕 达 式 (x 
通过 表示) 和 景 初 静 止 的 粒子 的 表达 式 (x 通过 0 袁 示 ) 都 能 得 
到 。 


者 冲 


1， 拭 决定 粒子 在 华 径 为 & 的 阐 体 球 上 前 射 { 亦 郎 相 盐 作 用 的 规 币 为 当 
f+ 有 时 ,= 当时 二 人 0 
的 有 效 裁 面 。 

解 : 本 为 在 球 外 葡 子 站 由 起 
动 ;而 进入 球 闪 一般 是 不 可 能 的 ， 
屠 林 地 道 昌 相 允 于 通过 孝道 与 球 
汉 迹 点 所 引 平 径 对 称 分 布 的 两 等 ， 
盐 炎 粗 成 :加 19)。 由 图 可 上 见 


。 -二 总 呈 史 
PBL Fon A 圆 好， 


和 村 入 (3, 站 三 避 8,8) 部 得 


d= Sinx dx = 人 do, (1) 


亦 序 在 4 条 替 内 散射 是 各 向 同 锤 的 。 对 全 部 完 体 月 积分 和 雹 得 到 至 薇 酒 
7 一 #2 这 后 “天 准 面积 "是 小 球 的 截面 积 相 符合 “了 腾 准 面积 "是 粒子 要 散射 
就 必须 射 于 共 上 的 面积 。 

汶 了 过 渡 到 4 系 耕 ,应 根 据 (17, 路 把 x 通过 抽 幅 示 出 。 计 算 完 全 与 16 
者 题 2 相 类 位 EE 由 于 公式 (17 可 三 (00, 外 在 形式 上 相同 ]。 当 二 19a tri 是 
粒子 的 贤 蔓 ，msz 是 小 球 的 园 量 ) 时 ,我 们 恒 得 潭 


Er = 0 oa7 
ta 


OOO 


col 。 (8) 


当 ga 一 ma 时 我 们 有 
ai 一 aaleos Oy | dur 

这 表 可 章 接 用 x=26; [根据 {17， 99)] 代 入 (1) 担 出 。 加 

半 磋 科 静 小 的 小 球 我 们 总 有 x 一 5 一 293, 将 之 从 天 二 ) 划 得 

Ura a lon 0: :ros 

2- 在 网 祥 的 情况 让, 把 有 效 截 两 才 为 散射 粒子 所 损 拓 的 能 是。 的 醒 数 。 

解 : 过 于 mi 所 失去 的 能 景 与 粒子 os 所 得 到 的 舱 最 相同 。 根据 局 7 9 
和 {17, 站 有 


1 7 总 = 这 
t= = Sil 1 SI 
Ey Cmts -ne a}2 他 已 日 工 3 
; Fr. 1 - 1] 73 一 全 
出 旦 TE Em Nx xy 


将 寺 武 代 天 娘 呈 1 的 趟 ( 1) 中 部 得 


ri 
TT 二 TH 本 
ohhs 


在 6 从 霉 到 sm.z 的 整个 区 间 上 散射 竹子 按 = 值 的 从 布 是 均匀 的 。 
3， 在场 fer- 内 散射 时 ,有 有数 截面 是 如 何 依 正 于 粒子 的 速 庭 ww。 的 ? 
解 : 根据 (10,3) ,如 果 们 能 是 = 一 * 直 的 齐 次 男 数 ， 那 本 对 于 糯 似 的 由 
-六 ,p=0-2* 或 
站 一 和 3 全 x) 
《类似 炬 道 侦 角 关 是 相同 的 ) 。 代 入 (18,6) 邵 求 得 
人 co 。 
4. 六 确定 在 粒 半 向 纪 = 一 点 之 中 心 " 陈 落 " 时 的 有 效 歼 而 。 
解 : 疝 中 必 人 隆 沿 "的 是 满足 亲信 2a> mpzc3 了 量 人 4 11 ]， 亦 序 共 瞄 革 


距离 不 超过 onss M/ 2、 的 灶 子 。 因 此 所 求 的 有 赦 规 曾 


rn 
Un mt | 
oh 
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I 


同道, 但 场 C= 一 上 (n>2,&> 从 。 
解 : 有 效 位 能 


fr I 
“中 中 re pn 


对 ?的 依 帘 关系 月 立 20 的 形式 ,其 下 的 最 
友信 
i 『 如 一 A 
[et mar 5 Dh= :和 7 了 
疝 中 心 “ 隆 沙 ?的 是 其 C6 二 请 铭 和 粒子。 从 
秩 件 zm= 天 芒硝 定 pmaxy 我 们 将 得 到 
-= 
了 G5) , 

， 试 确定 粒子 网 球 才 面 纤 洲 时 站 有 效 蕉 而 ,说 秆 伟 ! 质 量 汐 mar 华 笃 为 
风 和 入 咀 引 粒子 (质量 为 2) 。 

解 : 洲 庆 奈 面 的 这 人 性: 为 帮 等 式 Ti 人 是 桥 二 首开 球 志 : 
用 得 的 点 。 呈 的 最 大 天 可 伟 决定 于 条件 ri 一 还 五 胡可 在 事 


全” 的 解 三 一 致 的: 而 各 qm (9 臣下 方 党 旋 )， 我 们 


灌 汶 Hr Hy J 盾 租 定 ni 过 申 此 求 得 ax 后 朗 租 


已 


a 


to 自然 地 ;有 效 玲 而 扑 注 于 球 的 几 箱 起 面 ， 

7- 巩 按 照 检 定 乱 有 效 鹤 别 对 在 答 定 的 能 其 五 时 的 散射 角 的 依 刍 尖 潍 反 
过 来 求 散射 玛 Pt) 的 形式 ， 假定 了 是 的 媒 调 下 降 攻 数 ( 明 引 场 ), 而 入 
TD 0 6. 飞 尔 功夫 ，19353) 。 

解 ; 按 带 射 角 积分 do 依 公 式 


3 位 柯 a . 
| th. C1) 


计 兴 "了 肛 浴 甩 六 " 的 尝 态 ， 而 四 p(w) [> cp) 了 世 可 圭 作 : 是 答 定 的 。 
引入 符号 
A 1 


到 时 把 作坊 中， 信和 生 硫 


下 ” 灶 拖 磁 撞 [ 葡 四 装 ] 


区 , 
-上 a 2 C3) 
式 中 如 人 9 是 占 得 228o 一 中 一 昌 的 根 。 

方程 (3) 是 范 数 (3) 的 积分 应 程 ， 它 可 以 用 类 供 于 和 下 中 所 应 用 的 太 
法 来 解 。 将 (3 ) 的 两 这 部 除 以 we 一 并 对 or 以 老 到 & 积分 ,部 可 戟 到 


eX) dr F [ue da 
J ya) ve 


tt) fa , | Horta} ds 
= 二 at 
oJ Vv ss (a 


用 分 部 积分 法 积分 等 式 左 动 , 上 式 变 为 
TA -二 VEEdr= sj 至 o 


把 已 得 的 关 深 式 对 = 微分 , 然后 将 mto) 简 屁 为 9 与 此 和 成 将 5 换 成 - 麻 
将 等 式 卫 成 微分 形式 , 则 得 到 


率 x 人 和 
za(2)- 2 让 Ep 


xlmnte 一 af J was 


这 方程 可 交接 积分 ,而 且 在 右边 这 当 改 变 对 dz 和 对 a yale) 的 顺序 。 涛 


趾 到 当 s=0 (部 一 "co) 时 应 当 有 w=1 {部 可 = 人 0， 替换 回 原始 的 变量 r+ 和 和 
py 则 得 到 pL et 最 著 的 畦 果 : 
es 时 -工作 or -2 2 Xd 
w=exp| = Seh zap| ~ exp 于 er a “4 生 ) 
于 于 一 到 r+> rou 即 在 具有 葵 定 能 最 召 的 散射 粒子 实际 上 所 通过 的 的 区 
并 肉 , 这 一 公式 以 不 明 旺 的 形式 决定 商 数 关系 祥 (r)[ 因 而 也 决定 羡 fr)]。 


#19， 上 庶 巧 济公 式 
前 面 所 得 县 式 的 二 要 庶 用 之 一 万 是 研究 带电 往 子 站 康 偷 声 办 
的 散射 。 


19: 迪 兰 柱 公 式 9 


(da, 中 假 枉 Us 到 得 行 稍 单 的 积分 ， 撤 合 介 和 肯 诗 


人 


本 
的 
Pn AP Os ~ 


VI; ) 


了 全 | rk 
出 此 P mn Po 


(x 5 | ， 期 二 谍 海 


2 (19,1 


条 xz 豆 微 代 此 式 关 代 人 (8 站 束 考 人 8 3 护 们 人 恒 振 再 


7 x a Os &, 
| 二 ) 一 ”人 二 oz (10, 2) 

和 人 sin I 

2 

枉 江 

d= (sz) wo_ (19,3) 

On ni 

ITL 3 


这 就 是 所 误 谭 琶 和 福 公 式 。 应 该 指出 ,有 效 巷 醋 不 做 辐 于 & 的 符号 ， 
因而 : 序 得 的 精 果 相 对 于 斥 力 或 引力 的 韶 榆 塔 而 莹 者 一样 。 
公式 (19, 粹 出 在 相 二 础 境 的 粒子 的 温 性 中 心 鸭 静止 的 济 算 
麻 旗 中 和 的 有 效 蕉 面 。 依 案 仅 式 (7,4) 可 以 进行 漳 实 睦 寄 华 标 肝 的 
痊 的 。 于 干 原先 部 止 的 粒子 ,将 x 二 一 2904 代 人 人 (9,2) ,我 们 便 
得 到 
dra 2 (- 和 .a “(er) -8 .19,4 


CE md ena tH,? 
但 对 于 入村 神 了 字 疾 讼 ,并 和 在 一般 的 情况 下 会 党 市 社 常 复 染 的 外 
式 ， 战 们 内 指出 两 个 特殊 的 情况 ， 


TO 粒子 嫌 毛 [第 是 至 ] 


如 果 散 射 粒子 的 愤 曼 ma 较 之 被 散射 粒子 的 质量 ma 大 很 多 ， 
于 入 xXx 守 出， 而 经 二 所 以 


dE) -7 : (19,5) 


sm 
起 中 mr 各 是 大 射 粒 子 的 能 量 、 


如 果 两 种 粒子 的 翌 量 相等 (mi=oxy om= 区 )， 那 么 按照 
(17:9)，Y 一 291， 代 大 人 9, 轨 部 得 
dg -2x{( 总 ) 名 分 dO = (#-) 2 go， (19,6) 
如 果 两 种 粒子 不 仅 质量 相等 ,而 且 这 些 粒 子 完 至 相同 ,那么 在 散射 
后 的 原来 运动 著 的 粒子 和 原来 是 静止 的 粒子 区 别 开 就 没有 演义 
了 ， 殷 oo 和 dos 拥 加 再 把 册 和 B84 挤 成 共同 的 秆 858, 我们 就 得 到 
所 有 粒子 的 共同 青 效 截面 


de = -=( 仿 (eon 0 do。 (19,7) 

我 科 再 重新 回 济 普 到 的 公式 (19, 甸 ,用 它 玉 确定 散射 粒子 按 

损失 能 量 的 分 配 , 这 些 能 基 是 由 于 磁 播 而 为 散射 粒子 所 失掉 的 。 

在 被 散打 粘 子 览 量 mr 和 散射 粒子 质量 ms 之 峙 任意 比例 的 入 驶 
下 ;散射 粒子 所 获得 的 速度 在 4 柔 统 中 通过 散射 前 误 东 为 


Dn ， 
29 一 lv sin 过 
TI 十 和 9 2 


[ 见 (I7,6)] 。 棚 应 地 ,这 粒 于 所 获得 的 也 就 是 米子 m1 所 失去 的 能 
量 等 于 


ead __ Bm 全 区 
一 全 -2 -一人 二 一 12 in 
2 ta 3° 


ml 


二 


从 这 里 用 s 来 表 sin3 再 代入 (19,2) ,我 们 便 得 到 


rl 


入 硫 


+ 


ES TI 焉 和 稿 全 式 


| 


2 } 
中 是 3 ; , 
i ‘18,8} 


pad, ” 
当 半 确定 有 效 巷 面 作为 撤 类 能 -6 的 画 浅 计 , 这 公式 国 答 所 提出 的 
问题 ; 担 闪 能 最 在 这 筷 祝 可 以 7 讶 大 窒 到 | # 2 Ds 2 有 i 


ne | 


” 器 题 


1. 哉 求 在 刀 = 志 人 > 种 的 场 下 敬 壬 的 有 效 适 面 。 
解 : 佑 所 
1 1 . 
灶 王 江 LC 一 本 
| Vi 24 | 


Tr 


2z2C x do 
了 1 wT i a 


2， 弦 求 鹤 生 笃 汐 7 和 从 左 ? 为 01 站 健 形 全 能 及 ( 节 泊 ?8 时 描 嫩 ， 
六 ?0 有 时 站) 胡 射 的 有 有 有效 裁 加 。 

解 : 沼 粒 子 进入 位 稻 肛 和 从 位 能 娃 昌 表亲 光 时 候 ; 记 的 本 级 正道 如 堆 
“和 了 。 芒 服 肝 对 7 的 轩 复 ,大 对 黎 # 和 折射 骨 8 7 图 21) 用 以 下 尝 系 丈 
各 详 杀 新: 


Si rr 四 
-~ I V1 0 
~ [| 了 下 . ,此 

SI i i 


- 据 疝 方 2 二 2 一 有。 因 王 衣 


了 粒 于 吗 按 “ [第 中 章 ] 


jn ‘ ) 

Be mT r 

了 ae 人 — Iya iT1 2 下 网 
=“Tm 让 J 2 前 


从 效 个 等 式 以 及 由 图 上 明显 可 见 的 关系 式 
一 

中 消去 &, 我 们 就 得 到 和 之 胆 的 美 双 这 

2 siy3 邱 


Pe 一 贱 一 -- 
m2 2 cos 


最 与 ,微分 这 等 式 ; 我 们 穗 得 到 声效 蕉 面 
4 ens 0 二 econ) 
. , 3 


SS. 
[各 中 站 


(oo | 


由 祝 若 链 X 二 xanax 内 全 部 骨 诬 对 ar 的 积分 所 得 到 的 全 有 效 帘 面 , 自然 稚 
于 几何 截面 的 面积 za2 。 


830， 微 偏 角 散射 

如 果 研 究 史 是 在 很 大 负 准 距离 .上 的 太 抽 , 那里 场 UV 是 很 怠 
的 ,因而 偏 角 相应 地 也 是 很 微小 的 , 到 有效 截面 的 硕 算 大 火 地 简 : 
化 。 这 时 群 算 可 以 立刻 在 实验 室 评 算 系统 里 进行 ,而 不 引 太 异性 
中 心 系 入 。 

选择 2 轴 洛 蕉 散射 粒子 ( 玉 子 oo) 基 初 的 御 景 方向 , 而 选择 兴 
Wi ey 在 散射 平面 内 。 用 1 来 毒 孙 和 散射 后 粒子 的 冲 量 ,我 们 有 最 
面 易 见 的 等 式 

sin Fi 一 5 4 
对 于 微小 候 畜 的 情况 可 以 近 贫 地 展 所 来 代替 sin 色 , 而 窒 贡 二 中 
用 起 始 冲 量 和 一 m026。 夷 代 甸 下， 芭 有 | 


二 微 沪 苏 总 币 了 


r 


人 {20,1) 
DY, 
挫 庆 ,证 舌 pv 一， 那么 语 9 翰 冲 束 的 题 的 堆 节 汶 
: 1 
th 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 .- 
阿 时 方 到 9 YY 


徒然 (20,2; 的 积 人 下 经 合 有 小 入 世 ， 政 么 在 计算 时 有 习 国 样 的 
这 个 可 以 襄 为 粒子 完 双 不 仿 痊 口 己 起 初 的 踏 径 ,就 是 设 作 勾当 
(以 速度 4 这 芒 ( 沿 让 线 9 一 2 运动， 和 和 这些 各 天 届 我 们 假 腾 在 
(0), 2) 中 


于 是 得 到 op 0 i ctr 
,一 


wd TF? 

最 后 ， 我 们 把 对 dz 的 积分 起 的 为 对 dr 的 积 芳 。 茎 然 对 于 证 
广 路 径 汪 = 右 二 六 ,于 到 当下 也 一 20 次 到 十 守 时 ,7 就 从 2 变 到 
和 对 而 区 从 pp 恋 到 2c。 因 上 由 对 dy 的 积分 就 转 灾 为 村 dr 从 到 > 
的 积分 的 两 们 ,而 日. dz 客人 民 换 如 人 下: 


对 于 散射 角 (20,1) 我 们 最 后 得 到 以下 的 滩 达 式 今 : 
po Pe 
1 jp Ur rT ps 

此 式 仓 确定 在 微小 偏 疮 情 阮 下 浙 监 求 的 色 对 Pp 的 依赖 甘 条 涩 


[20 ,31 


全 ”如 如 进行 定 异性 中心 系 壬 中 所 浊 的 伞 部 本 合 , 册 我 们 对 疗 % 将 得 到 训 样 徇 汇 
让 和 式 ,而且 0 栽 几 人 民生, 演 是 和 下 列 事 实 祖 其 庶 的 : 手 小 角 揣 和， 庇 识 阴 (1 在. 把 民 基 
EE 


全: 全。 


“4 和 赔 壮 [党 交合 ] 


和 的 有 效 芒 面 (在 3 系 垦 里 ) 按 照 和 (8,8) (其 中 坟 出 代 赫 四 同样 
的 公 式 可 求 得 ,而 且 sin 而 在 这 里 同样 可 以 用 由 来 伐 蔡 ; 


jo de | py) 
do Ci 0 do (20,4 


: 如 是 
公式 (18, 当 推 由 公式 (20,8)。 
je 为 了 在 下 面 能 避 竟 伪 发 散 积 分 ;我们 把 公式 {18， 人 D 厨 威 
or . 0 277 
m= -和 -可 
别 卫 我 的 号 天 的 有 限 的 是 站 作为 上 上限 是 想 以 后 过 涛 到 酸 笋 Ree 。 由 于 区 
和 独 外 :我 们 把 根 号 光世 的 方 次 展开 :而 ran 近似 地 用 来 代 和 过: 
= pAr 5 本 ff 如 
Po [a 312 邱 Tap 频 mr/ 一气 
在 过 渡 到 李 限 且 ->oo 以 后 第 一 个 积分 等 于 壮 。 预先 分 部 地 改 歼 一 下 第 二 项 
积 牙 ;我 扑 束 得 到 和 公式 (0209 引 禾 效 交 表达 式 


-VE 0 2n [fav or 
和 二 下 一 2p 一 22 一 一 rr 二 一 | J 


er 了 = nt 
2. 求 在 5 一 (Ca> 0) 的 更 内 微 篇 角 散 射 的 有 效 蕉 面 。 
解 : 控 昭 {20,3) 忒 我们 有 
A2nan f= or 
i | pT ra 四 
施行 代 的 点 -wb 积分 过 变 为 欧 堵 积 分 ,通过 了 画 数 来 才 示 , 周 


3 


By- ey 5 r{ _ 
7) 

以 这 里 通过 ; 来 泪 示 pb， 再 代 大 1204 内 我 们 使 得 到 
1 2 a 


a Ml) 
| a a 
3 rl 网 | + ， Ye 


Wr = 


第 五 章 ” 微 振动 


§ 21. 一 办 让 由 报 动 

涝 常见 岁 一 种 为 学 俊 承 的 运 吉 类 型 是 体系 在 其 徐 定 平衡 位 置 
周 硝 证 行 的 所 衣 微 扳 汉 。 我 同人 从 体系 只 有 一 个 日 由 度 的 乓 条 章 的 
稍 混 开刀 素 研 泥 这 此 运动 ， 

体系 位 能 Tig) 肌 有 最 小 值 时 的 位 器 对 应 于 称 定 本 衔 , 如 这 个 
全 秋 的 仿 疡 误 tt 了 壕 回 原装 坊 的 方 Cideg 。 琴 倍 用 
on 过 改 示 广 训 借 和 卫视 作 醒 的 榴 、 在 对 纹 衡 位 器 的 禹 离 为 福 小 
后 本 导 下 ,只 芝 UE 一 i 接 g 一 qn 的 方 次 来 展 半 所 得 的 腾 并 
式 中 保留 不 为 淤 的 第 - -项 谨 丝 杷 是 前 了 。 在 一 让 衣 沉 下 ， 和 这 是 盖 
-次 下 的 项 

Un Ug 号 (qq), 


并 中 训 是 三 台数 [下 六 导数 9; 在 4 三 rn 时 之 但 ]。 以 后 洲 们 计 
生 繁 论 将 大宇 说 最 小 千 筑 超 fF 训 Wn) =0] ,31 入 

pe z (21,1) 
二 未 价 宗 对 竺 衡 位 故人 入 的 已 总 ， 这 样 一 染 ， 


pr a 
ei t= 一 
共有 有 一 个 自由 庶 的 体 杀 的 动能 在 -… 艇 情 六 下 是 
} 、 
ER 


(21,2) 


下 的 过 本 A I 我 伽 简 天 宅 在 9 一 加 队 扩 和 
(5 


4 


5 [| 、 [第 所 全 


[ 


来 代 圭 就 可 以 了 为 了 笛 罕 起 更 引入 起 号 外 


#0) = 
我 位 使 得 到 做 一 条 微 振 动 的 体系 的 拉 格 朗 日 本数 表 孙 式 : 
wy WW 3 、 
Ls 2 人 (21.3) 
对 应 于 让 个 丽 数 的 运动 万 程 是 
2 十 人 一 (21, 4 
或 者 
十 光一 0， (24 .5: 
这 型 我 们 多 用 了 和 号 
大 罗 
2 V5 出 ， (21 全) 


较 性 缴 分 方程 (2 ,5) 的 两 个 独立 解 是 coos oof 和 in eof， 所 以 它 了 的 
鞠 泛 和 解 是 
V0 ON wt EF GS tot » {21 ,7) 
这 个 表述 式 也 可 以 写成 
=e0siot Tea) . -21,8) 
稀 然 cogflat 十 上 二 co09 wtoo8a 一 sin atiging, 音 么 和 21,7) 往 壕 就 
”表明 , 住 意 常数 4 和 a 与 常数 5 和 oa 下 下 烈 关 系 式 联系 : . 
a=V TE ， 二 & 一 一 昱 。 (2393 


可 见 , 体系 在 稳定 平稳 位 证 附近 作 器 和 振动 。 在 (21,8) 中 周 
期 性 因子 前 的 系数 a 称 为 振动 的 密 幅 , 而 余弦 的 帐 角 称 为 振动 的 
位 相 , « 茎 位 相 的 初 值 , 宪 显 然 优 束 于 时 有 交 计 算 起 点 的 选择 。 景 必 
苏 为 扰动 的 循环 类 率 , 不 过 在 理 萄 物理 中 通常 稍 秘 尼 为 频率 ,我 们 
以 后 也 将 这 样 称 它 。 

频率 是 和 运动 起 始 条 件 无 关 的 振动 的 基本 特征 量 。 按 公式 


人 然 芹 我 们 着 重 指出, 只 有 八 工 是 粒 圣 的 御 斥 尔 绀 标 时 ， 数 靶 下 利用 蕊 福 舍 。 
辐 ” 这样 的 体 邓 常常 种 为 一 绪 拔 了 于。 


、 于- 一 相向 由 肆 戏 77 


直人) 定 先 从 由 力学 体 汉 不 身 的 尾 质 所 决定 ， 但 是 应 该 指 岂 ， 疗 
率 的 这 个 性 质 ， 是 和 我 们 预先 假定 的 振动 的 徽 莘 性 相 联 系 的 、 当 
提问 近 笛 程 度 时 ,这 个 性 质 就 不 不 全 了， 从 数字 观点 上 来 看 , 秆 准 
的 这 个 性 贤 是 和 亿 能 对 坐标 的 一 逐 请 数 关 了 系 宽 联系 的 富 。 

作答 振 击 的 体系 的 能 景 挟 . 

忆 = 人 人 人 | 
把 :24,3) 代 入 此 式 : 
Ee aaszas (33.10) 

能 入 和 振幅 的 华 方 成 正比 - 

振动 体系 的 坐标 东 时 尚 的 依 囚 关系 发 为 下 项 复数 喜 孙 式 的 实 
数 部 分 征 往 比较 方便 : 


r= Reizer:}, {2 二 ,二 } 
趟 中 4 是 得 常数 ;如果 把 它 写 成 
二 qs C2 ,2 


盎 忽 们 丸 同 到 式 (21,8) 了 。 座 数 4 称 为 复数 据 申 , 它 的 模 数 就 是 
通常 的 报 柯 ,而 幅 角 就 是 初 相 。 


性 运 人 机 刘 、 委 以 管 系数 、 徽 分 、 从; 且 ,一 般 可 以 不 号 出 娶 脱 实 
数 部 分 的 记号 ,而 所在 最 后 的 计算 车 果 中 取 实 数 部 分 。 


起 


二 题 
， 试用 年 奈 和 误 度 的 超 始 个 ， 和 变 示 拭 动 的 找 幅 和 有利 咎 。 


答 : =y 从 直 -二 
:i therm 


名 旨 时 阔 数 厅 ( 生 < 一 日 让 是 数量 报 征 谨 拘 极 机 但 ， 序 esx 人 二 呈 人 导 关 计 
及 2 有 这 种 性 党 了 了 。 


Wi 丛 钴 前 [种 五 音 上 


基 求 让 不 同 同位 素 了 了 所 绥 成 鸭 尿 所 了 分 了 扰动 斤 率 中 年 的 比 
和 重 分 强 等 了 m1， ty 利于 了] 交 寺 
解 ， 红 各 辐 位 深 的 最 予以 友 站 方式 要 元 话 用 ， 所 二 下 。 折合 贰 世 风 
起 在 分 子 卉 能 时 的 系数 mw 的 作用 ， 因 此 控 展 I, 介 求 得 


ca ta mi 十 mas) 


. | i (pt a) ” 
3、 诚 求 骨 够 兴 直 鲁 运 动 并 固定 在 强 色 一 占 的 竹 ， et 。 识 筑 点 
的 质量 为 m, 弹 短 的 男 一 右 因 定 于 乳 高 直 矿 为 1 的 和 4 点 ( 陪 和) 。 焉 签发 雇 
为 了 时 承受 办 玉 。 
解 : 弹 先 的 位 能 (准确 到 页 高 般 的 小 最 ) 等 于 力 妆 岳 外 晶 灸 的 伸 长 品 。 
池 x 祈 7 时 ， . 
N= i 3 


所 以 = 了 a2/21 。 瞩 然 动 甬 是 思 二 因此 


Fr 下 
.名 一 a 一 > 
D> 


by 
Mn 
ev Pp 


对 


河 名. - | 图 323. 
4 同上 置 ; 设 质点 mm 溢 羡 侍从 为 +? 的 贺 周 运动 ( 唤 从) 。 
解 : 窒 这 河清 钢 下 , 强 链 的 仲 此 人 当 gl 有 时) 
A A 
说 衣 7 二子 m3, 。 由 此 频 窑 


EE J mi ai 
I = 


La 2 i 强迫 烧 豆 13 


5 .2 求 如 2 所 示 的 累 探 振动 的 频率， 束 界 皖 的 号 3 (有 多量 2 可 在 本 
这 点 癌 天 运动 
4 BE 全 2 和 


pe EY 4 7 p2 
二 二 一 一 了 : 1 一 器 
Bon 3 
TD [- -rr 
机 此 wr 
a - 丁 ” 


， 妈 知 沿 曲 鳃 (全 鼻 万 更 内 ) 鬼 动 了 时， 所 于 利 报 幅 和 江淮 : 哉 求 补 上 用 王 尼 形 
状 ， 

解 : 这 样 的 申 简 将 能 注 尼 和 和 人， 和 及 请 访 昌 莘 运 圳 侨 主人 
能 站 本 =/35/2) 式 员 5 旦 以 平 区 位 置 算 起 交 琶 态 。 在 这 和 天 情况 下 酒 能 证 
2 了 一 2 人 是 货 点 的 商量 了 板 芽 责 罕 是 =v 全 将 不 优 町 于 = 的 宋 
恼 ， 

得 站 过 力 声 内 石 二 ogyy 式 中 法 加 媒人 尝 标 。 因 迁 及 大 2 3 一 站 9 或 


筋 一 方面 ，4d52 一 让 让 i 由 下 


人 人 | hy, 
作 代 换 


则 =- i ci — e038) 


后 ,积分 很 容易 进行 。 这 时 我 们 可 得 到 


区 一- 


a 
这 酶 个 等 式 以 参数 形式 确定 我 由 所 要 求 的 曲 友 ,该 昌 究 妃 是 谢 靖 如 。 


3432， 强 迫 玩 动 
我 们 弹 在 求 研 究 受 其 项 可 变 耸 场 作用 的 体 系 总 的 振动 ， 为 了 
区 别 于 我 们 在 前 一 节 所 三 究 过 的 记 彰 自 岂 扣 去 ,这 各 振动 其 鸭 点 
注 振 动 ， 旗 然 仍 用 保定 拔 动 从 浅 弦 的 ,办 而 也 就 间 咏 蓉 , 外 场 问 样 
是 十 分 唤 的 ,不然 它 特 引起 壕 芭 汐 位 区 灌 ， 


0 ， * 您 浅 动 [第 王 事 ] 


-一 -me 


在 此 情况 下 ,除了 加 有 位 能 ] 志和 外 ， 体系 还 县 有 和 外场 作 用 


柑 联 系 的 入 能 Ur; 。 加 这 补 完 项 法 微 小 全 出 的 方 突 恬 成 科 数 
朋 逢 
\ Le 1) U0, dD +e Soe 


第 一 项 只 是 时 间 的 为 数 , 所 以 在 撤 格 般 日 画 数 中 这 项 可 以 略 去 ' 作 
为 另 媳 某 一 时 邮 的 琐 数 对 时间 的 全 微 商 )。 在 第 二 项 中 ,一 2 cr 
是 作用 在 处 于 责 稀 位 贡 人 的 体系 上 的 外 力 ,至 是 答 定 的 时 位 的 刘 
数 , 我 俩 把 宪 囊 为 关 。 这 社 , 在 位 能 里 就 中 现 一 项 一 wf( 嫉 , 贱 
面体 系 的 拉 裕 师 呈 机 数 是 

me? ka 


7 Ez | 
1 5 法 Ft), ‘(22 I) 


对 应 的 运动 廊 程 是 . 
mts kr 


可 
了 一 (22,2) 
这 里 ,我 们 再 次 引入 了 自由 振动 的 冰 率 。 

大 家 知道 , 非 渴 突 常 系数 色 性 微分 方程 的 一 般 解 是 两 个 表达 
式 的 和 ; 4 二 wo 十 %， 其 中 zo 是 齐 欢 方程 式 的 一 般 解 ,而 zx: 是 非 浊 
志方 程式 的 特殊 积分 。 在 我 全 现在 的 情况 下 ，xzx 就 是 在 前 上 果 过 


” 殊 研 究 过 的 自由 振动 。 
我 们 来 研 完 特 别 有 和 从 的 一 种 彤 况 , 就 是 当 枯 迫 力也 是 只 有 半 
种 闫 率 y 的 简 昌 的 时 间 的 周期 画 数 : 
下 了 cost3yt 十 及) 。 《22 号) 


我 们 来 寻找 形 如 x 一 6 costy{ 二 及) 的 石竹 《22，2) 的 肚 殊 积分 , 它 
具有 同样 的 周期 性 因子 、 代 入 方程 使得 到 5 二 fim(e” 一 7)， 再 
向 上 齐 刀 方程 式 的 解 ,我 们 使 得 科 普通 积 分 为 


i 


[8 2] ” 驳 通 绑 动 a 


bry 
作 痘 常数 4 和 # 由 起 始 和 条件 记 定 . 

由 此 可 昆 ,在 局 期 性 的 强人 迫 力 作用 了 ,体系 的 运 益 是 两 个 振 戎 
的 合 监 ,一 个 振动 的 频 亩 是 体系 的 加 有 频 座 w%, 而 另 一 个 援 关 的 频 
天 拓 强 追 力 的 频 软 7 - 

解 :22,4) 不 适用 于 所 谓 共 振 的 情史 扯 扳 时 强迫 力 的 糊 雍 种 
钵 也 的 固 布 频 玲 相 交 。 为 了 求 得 花 达 种 情况 下 运动 万 程 的 一 般 
解 .我 从 招 式 (22,4) 改 号 如 下 \ 基 中 常数 的 表示 法 吉 纸 过 适当 改 
2 


. , , 加 
二 [ 1 em = 4 r 1 站 
一 COStco 十 代 十 Co 村 [eostytt+ Ba 一 0d1 十 应 7， 


当 一口 峙 第 二 项 就 碟 为 形 如 00 的 不 定式 ， 按 扩 比 壕 法 剧 米 定 
这 个 不 窒 式 ,我 们 得 到 
sa o08lott a tg sin (ott 8). (22,5) 


泪 此 可 更 , 在 共振 的 情况 下 报 动 的 振幅 随时 间 线 性 地 境 拓 (让 
到 拍 双 不 再 是 微 境 的 ,下 上 进 一 切 理 花 蝶 不 再 适用 时 为 上 上 ) 、 
我 们 再 来 研究 当 接 近 划 报时 ,; 妇 当 =a 十 8 时 《其 中 = 是 一 
个 小 是 ) 微 振动 的 情形 怎样 ， 用 复数 形式 把 一般 解 表 为 
r= de 二 Bee 一 《二 Peter (22,06;} 
亲 为 贰 4 十 Ber! 在 因子 ”的 周期 2w 0; 时 骨 内 改变 很 小 ,所 以 
于 卡 援 附近 的 壕 动 可 记者 作 微 振 示 ,但 杨帆 难 故 变革 。 
用 中 表 示 振 幅 , 我 们 有 
: (=: Be 
把 4 可 如 分 六 天 为 ee” 和 569, 我们 恒 得 到 
= oOs 4 二 对 一 侨 ) ， 【232 7》 


中 指 动 位 相思 的 "信安" 天 过 六 落 灾 。 


ta ” 微 扰 动 [第 开 阐 1 


由 于 可 见 ,振幅 以 频 兴 s 周 吉 性 地 变动 于 二 个 界限 之 山 : 
Ig—b! Sowat+b, 
这 现象 溃 为 挡 ， 
在 强迫 力 五 人 0 为 任意 的 情况 下 ,可 以 在 一 般 形式 下 积分 运动 
方程 (22,2)。 这 很 次 易 做 到 ,如 录 预 先 把 它 收 写 为 


位 = 。 2 了 一 了 
区 (TF OP) tT i = jh Pt 
或 


一 的 ， (22,8) 
这 里 引信 了 复 量 
十 。 (22,9) 
方程 422:8) 已 郊 不 是 一 阶 而 是 一 咏 的 了 。 如 果 溢 有 右边 部 分 的 
匡 , 它 的 解 姑 是 5= Ade, 汰 申 4 是 常数 。 根 据 一 般 规则 , 我 们 名 
找 形 如 = -Atie™w' 的 非 齐 区 在 程 的 解 , 而 用 对 画 娄 性 ( 介 我 们 得 到 
方程 
AD Be, * 


积分 此 方程 ,我 们 便 得 型 方程 (22,9) 的 解 为 
th (22,10) 


这 里 积 女 常数 名 选择 成 上 在 时 间 :一 0 时 的 值 。 这 就 是 所 要 找 的 
一 超 解 , 男 数 2( 引 用 式 (23,10) 的 碰 数 部 分 ( 除 以 iw) 葵 出 全 ， 

作 强 迫 振 动 的 体系 的 能 其 当然 不 守恒 ,体系 集 刘 力 源 得 到 能 
量 。 翁 设 起 始 能 量 等 于 堆 , 我 们 未 求 在 力作 用 的 整个 时 间 { 从 一 ce 
到 十 cc) 肉 休 到 得 到 的 总 能 量 。 根 据 公 式 (22,10) [ 积 芬 下 限 的 堆 
代 羽 一 oo, 且 (一 9 一 们 ， 泊 1 oo 时 我 们 得 区 


” 负 这 时 , 洗 政 站) 上 鳅 克 请 下 成 实数 形式 。 


5 让 近 拨 沙 83 


we ~ 4 | 了 一 rn ji ” 
Eo) =| POewa| 。 


一 - 疗 ii, 体 苯 的 能 导 本 和 志 由 下 式 莘 峡 : 


和 (‘22,11) 


将 &tcc) 记 代 太 此 式 ,我 们 便 得 到 所 要 求 的 能 量 迁 移 为 
p= | Fewatl, .2,19) 


汕 广 所 次 沦 。 
本 


pe pi 

Ey (| Pt) 。 
这 猪 朱 是 星 就 很 福 楚 的 了 : 洗 本 寺 下 示 这 样 一 个 事实 ,名 知 促 时 辣 
的 力 徐 体系 的 冲 量 | Pat 素 不 及 在 这 段 时 间 内 引起 哥 演 察 的 位 移 。 


习 是 
， 试 对 下 列 各 种 情况 求 在 力 了 给) 旷 啊 下 体 戏 的 蝇 扎 振动 ; 假 罗 在 开始 

桂 盖 人 体 条 共和 止 在 平和 名 位 置 上 {4 一 0, 二 从 。 

{4)】 记 二 常数 = 了 hn 。 . 

答 ; = 二 0ndl)， 镭 放 的 竹 刊 使 得 识 动 所 网 缠 油 平衡 位 六 移动 。 

i = 

答 : i [vt — ill st) 

BY 下 一 上 oa 

人 


. 尼 ， 
和 (ee 一 RS 
2». 、 : “I 全 了 14 总 
RR rn 全 2 了 


A Fn en Bt, 


入 4 葵 铺 击 [第 五 章 ， | 


.一 一 . a 


二 3 一 of 十 
等: |! a +a 有 有] ns 省 


十 。 Eo Pa) sin wt et (w+ ot Peos Bt — 208 sin Bi t 
‘在 求解 的 过 程 中 把 力 于 成 复数 形式 站 二 foe ef 用 过 方便 )。 
3. 浒 一 外 力 , 基 变 北 魂 律 症 当 1 时 下 =0, 沼 9<t<T 时 人 = Pot/Tr 
| > 时 一 了 Po (区 24)，, 就 求 大 比 力 作用 后 体系 折 动 的 最 后 的 振 杨 。 在 时 
t= 以 前 体系 静止 在 平衡 位 证 上。 
解 : 在 0<f<= 了 的 时 间 间 隔 内 ;满足 起 早 条 持 的 振动 有 


nn 
= — Sin wt 


的 形式 。 当 4>T 时 ， ,我们 来 寻 来 有 如 二 形式 的 角 


二 Cr 08 一 ca Win wit— 


由 z 和 人 * 在 ;= 了 处 甫 贸 的 条 全, 我们 找到 


Fe 
mt" 


A ， ， 
C= = 


pe 村 人 一 os my 
诅 时 振动 的 握 幅 


. e.=A 十 位 = sin 的 和 
我 科 指 此 力 i“ 加 入 "全 迟 ( 即 了 区 大 ) ; 姑 振 轿 罗 小。 
六 
Io 


™ 


图 ”34. . 辆 ” 弛 . 


3. 同 第 二 蚌 , 但 乱 力 zw 是 恒 定 的 , 而 乱 只 在 有 限 的 一 科 时 隧 7 内 起 作 
用 ( 较 好 ) 。 

解 : 可 以 像 第 二 是 那样 求 得 , 但是 应 用 公式 (22,10) 还 质 乔 单 些 。 当 
t> 7 时 我 们 有 隧 线 位 置 *=0 的 自由 振动 :在 这 情况 下 


Ea 科 “| iw 二 lei) tw 
°F 


Ce 


2 各 自贡 讼 体 汪 的 拔 阐 。 - a 


控 公 式 ;2 二 后 8 ,的 可 和 的 小 方 办 1 1 因 省 我 他 玉 和 
2 


fr 二 一 -一 > =! tt . 
TH Ee 


， 半 和 获 一 -人 以 黎 到 了 的 一 经 时 间 内 ,作用 方 I 和 变化 疮 律 是 五 王 开 et 
:| 2 
解 ， 册 同样 的 方法 可 得 
fa ，，， 


二 - MTR ET si wT 
了 ou3 
3”， 回 第 一 题 ， 但 从 需 到 了 一 2x,w 的 一 段 时 并 丙 ， 作 用 而 的 变 人 规律 是 
Lo 
F 
f 八 
_V 上， 一 人 | 
图 站 加 小 


解 ; 把 
Fi = ho sin wt =- 3 (ei 一 上 ie 位 
我 大 122)10) ， 王 内 零 到 了 积分 ,我 们 便 得 到 


让 学 


|- == 
i 


$ 娩 ， 多 委 由 废 体系 的 振动 
建立 共有 若干 (8) 个 自由 度 的 体系 的 白 由 振动 的 理 洽 类 位 地 
在 §21 所 研究 过 的 一 维 振动 。 
骸 到 作 为 六 义举 标 六 们 = 寺 2， ,个 的 凯 娄 的 体系 的 位 能 沼 
一 er 时 有 最 小 秆 。 引 及 小 的 仔 秘 
. Ti 0 ‘(25.1) 
接 它 迷 民 并 如 , 准确 到 一 级 ,我 同 语 得 到 位 能 羽 正 定 卫 葡 沪 歌 式 


36 徽 握 汉 [ 半 正 诅 1 


一 志 分 er 了? 了 本， 名 : 
这 里 我 个 计算 位 能 仍然 从 它 的 梭 小 什 开 始 ， 荆 国 系 开 亡 ; 媒 L56; 在 
(23, 2) 中 是 3 二 以 辐 一 TI 所 以 量 然 ， 它 笑 对 自己 的 指 铬 境 许 ， 


总 可 以 说 为 : 是 对 称 的 ; 凶 
fix = ki o 


到 > int) Fix 
的 形式 [网 (5,5)] , 腾 设 荫 数 时 的 4; 一 go, 并 用 ri 中 示 常 数 ai(qs)， 
区 得 到 动能 为 正 害 : 人 
到 2 qa Te (29, 3) 
深 数 re 对 指数 来 褒 , 也 总 可 以 部 为 是 对 称 的 , 扼 
| Thr — HE 
因此 , 作 自 由 微 振动 的 体系 的 拉 格 和 日 画 数 
大 一 吝 > Cm Tap 一 kp) 由 (23 ' 4} 
现在 我 们 来 建立 运动 方程 式 ， 为 了 确定 包含 在 运 江 方 牺 式 中 
的 徽 识 ,我 们 号 出 拉 格 船 日 画 数 的 对 微分 
d= 计 more 十 和 is， 一 Scere, 一 Fp, ) 
饭 然 ,不 谨 而 咏 。 总 和 的 量 不 信赖 于 求 和 指标 的 表示 法 , 我 们 在 括 
号 内 第 一 不 和 第 三 项 中 让 i 为 户 , 而 收 为 了 本 有 测 条 雪 Puss 
和 Fis 的 导 称 性 ,我 们 便 得 到 
dL= 二 之 Cm Tra — Krt ul 站 


虐 斌 里 可 这 看 出， 


Bl, : a 、 
1- 一 
b 中 了 


fg 站] 铭 自 泪 订 从 天 的 手动 订 


因 虐 久 格 女 日 三 程 为 
rg hts =0 {23,8; 
吕 由 
避 他 是 8 GG= 于 ,22-9) 个 管 坏 囊 的 绎 性 洛 次 微分 方程 式 的 方程 
组 : 
按照 解 这 些 万 本 的 一 般 法 贬 ,我 们 有 寻求 如 下 形式 的 s 个 未 


4 者 jr Hi 二 +: 


其 中 卫 是 营 时 还 未 稳定 的 某 种 常数 - 殷 (23,8) 代 处 方 程 (23,5)， 
多 去 ew 及 我 们 得 型 常数 A 应 该 广 嘴 的 缕 性 齐 亦 代数 万 程 胡 


I ont Tk Ao0. (23,7) 
要 方程 组 有 不 等 于 零 的 解 , 它 的 行列 让 应 该 等 于 震 , 即 
Bi — oni = , {323,81 


方程 (283,3) 部 是 所 齐 和 和 钙 诊 程 , 它 蚌 o 的 3 次 方程 式 。 在 一 般 情 
况 证 , 它 有 3 个 相 弹 的 正 实 杭 wx; 4 二 3，… ;3 站 个 别 刁 况 下 ， 
它们 中 疾 的 车 于 个 可 以 相 重 :， 这 税 网 定 的 量 ws 称 为 体系 的 固有 
” 频 竣 . | 

方程 (3,8) 的 杠 是 实数 兰 日 基 正 的 从 物理 的 见解 出 发 早 就 可 
流 看 出 了 。 事 实 上 上 ,如果 ww 包 合 处 数 , 那 么 就 意味 着 在 坐标 x (以 
及 水 座 对 本 疝 恢 朝 尖 梁 (23,6) 中 就 有 按 指 数 规律 玻 少 或 按 损 
数 规 徒 增 加 的 因子 存 人 在。 但 这 种 因子 的 存在 在 现在 这 种 情况 下 是 
丰 万 证 的 ,因为 它 将 引 超 体系 总 能 晤 互 = 区 上 2 随 有 时间 改 变 , 乔 这 
是 庶 反 能 量 征 恒定 律 的 。 

用 纯粹 数学 万 法 我 们 同样 可 以 确 得 这 点 。 对 方程 439， 六 王 忆 
4i, 形 技 求全 ,我 倍 便 得 草 | 

Dm t hin) A As =0, 


FheA: As 
有 “ov 


#9 乏 插 9 | [ 癌 壮 章 ] 


由 于 系数 8 和 ar 的 : 灾 数 性 和 对 称 4 诈 : 这 全 历 达 起 的 从 子 和 分 香 
中 的 二 次 式 是 EE 光 数 ,事实 .1、 
人 Rr -寺村 ， & 二 ek kA. 时 和 一 人 4 和 A 本 己 


本 大 上 忆 们 又 者 是正 全 ;因此 o2 也 是 正 的 @。 

洪 得 频 素 oo 后 , 把 忆 个 对 部 代 色 方程 (28,7), 可 以 求 得 相对 
应 的 系数 4 之 值 。 和 如 果 特 征 方 释 所 有 的 根部 不 相同 , 政 么 , 各 所 
` 周知, 系数 4 和 行 阐 式 (28,8}) 的 子 行 鹿 式 成 正比 ,在 其 中 窗 相 
服 的 ou 值 所 代替 ， 我 们 将 用 di 六 究 示 达旦 子 行列 式 ，F 因此 , 微 
女方 程 外 (23; 内 的 特 解 为 。 - 

ge: — da Det, 

式 中 Cu 是 任意 的 ( 复 1 常 数 、 

所 有 * 个 特 解 的 和 输出 一 般 解 - 且 汉 实数 部 苍 , 拓 已 号 为 


a= Re| Sy dats = 4 (23,9) 
十 可 


这 里 我 们 引信 了 符号 


应 此 可 外 ,体系 短 个 坐标 撤 时 着 的 变化 仍 是 s 个 简 记 的 周期 


性 振动 人 ? ©, "9 ©, 的 合成 这 是 白 动 有 任意 的 把 幅 和 位 4 8 | 


是 有 完全 确 害 的 频率 。 . 

很 自然 地 会 提出 疑问, 能 否 把 广义 坐标 选择 得 来 ,使 它们 中 间 
的 每 一 个 坐标 只 进行 了 能 香 的 探 水 昵 ? 一 般 积分 (23,9) 的 形式 本 身 
指出 了 焰 决 这 间 题 的 道路 


中 系数 Rin 所 移 成 的 二 次 齐 次 式 的 下 定性 ， 可 从 忆 们 的 窟 (28, 坟 中 对 变数 的 实 


数 秆 航 定 义 中 看 出 。 但 是 把 肥 晤 x 尝 成 明显 的 形式 名 十 记 L, 那 我 簿 模 得 到 (六 是 也 


于 bix 的 对 称 性 ) 
tb A -it Ci) tb 
荐 上 两 个 正堂 和 济 深 焉 志和 。 


四 .一 RetCueiar .3,10) 


L322) 参 世 出 各 浴 票 光 氢 部 | bi 


并 实 .上 , 把 (23, 切 的 > 个 关系 式 看 作 。 个 求知 是 8。 的 玉 疼 
毕 , 艇 了 这 个 方程 组 后 , 我 们 可 以 用 党 宗 避 ， za， … 也 水 事 坡 攻 
日 , 9s。 因此 这 些 量 信 , 可 以 再 作 新 的 /” 义 华 标 ， 这 三 尘 
标 称 为 简 正 举 标 上 束 主 要 水 标 而 它 全 所 进行 的 简单 出 湖 相 汐 起 
动 对 做 剧 系 的 简 下 振动 。 

”了 简 正 坐 标的 定义 里 可 以 入 明显 地 入 出 , 简 正 学 标 计 足 方 重 
癌 : 二 避 辣 一 日 ， (23,31: 

这 就 但 叶 着 ,在 蚀 正 华 称 里 运动 方程 发 分 万 为 s 个 相 开 猎 充 的 让 
程 。 繁 个 血 正 爸 标 的 加 玉 度 只 佐 囊 于 这 个 里 标的 值 , 阿 时 变 完 邓 
确定 它 对 时 时 的 依赖 关系 , 碟 知 这 知道 它 的 初 值 以 及 相应 于 此 和 粮 
植 的 速度 ， 洛 彻 半 党 ,体系 的 基于 振动 完全 是 独立 的 ， 

队 上 肖 可 束 , 攻 稍 乎 保 标 所 避 东 的 被 格 毅 日 西数 从 为 闲 洛 避 - 
迹 式 的 和 , 而 每 一 个 怠 尖 式 玫 对 生效 频 蛮 为 基 一 ov 的 一 维 报 玛 、 
部 有 各 下 形式 : 
: [= Bt wg8, 23 ,12 


焉 市 ?pa 是 一 些 止 的 常数， 从 散人 语 误 虑 末 夺 这 说 六 际 阁 , 变 境 
(023,9) 国 地 扣 二 个 二 次 式 了 动能 3, 人 首位 能 [23,2)] 化 庶子 对 测 
的 形 3、 
一 般 障 正 举 标 是 这 样 先 译 的 , 纺 是 便 得 主 广 格 关 日 商 数 里 注 
度 贡 方 的 系数 洪 玉 1， 为 此 ,用 下 刘 千 式 决 定 阐 正 坐标 (现在 折 调 
用 虽 表示 守 滞 ;就行 了 : 
四 (28, 13 


a “ 1 “ rr 1 
这 竺 T= a, 


当时 征 方程 式 -的 机 里 有 宇 概 的 时 镑 ,所 有 入 上 的 讲 让 政变 级 
、 渗 动 方 你 的 积 当 底 一 般 形 式 (28,9; ，(33,10) 屁 :… 科 后 ( 认 园 
料 生 天 效 3 ) ,去 列 充 仅 在 于 相 岂 于 重 束 炳 宝 的 系数 4 于 名 不 是 


少 


0 1 德 措 动 [ 带 到 举 ] 


™ 


子 行 列 式 了 ,大 家 知道 这些 子 行列 式 在 这 情况 下 等 于 用 。 : 
汉 应 着 一 个 重 双 (或 称 肥 化 ) 频 率 , 有 多 少 个 不 同 的 简 正 华 标 ， 
重叠 度 就 是 多 少 。 但 是 这 些 简 下 坐标 的 选择 不 是 间 值 的 。 钙 然 具 


有 相同 cs 的 简 正 坐标 以 者 同样 改变 过 的 工 絮 同 交角 的 形式 包 


- 售 在 动能 和 位 能 中 ， 因此 可 以 对 它 要 进行 保持 平方 和 不 变 的 任意 

线性 变换 ， 
对 处 于 不 挛 外 揭 里 一 个 导 点 的 三 烽 报 动 米 说 ,很 容易 求 笠 宅 

的 简 正 坐标 。 把 笛 卡 尔 坐 标 沉 的 原点 放 在 位 能 D(x, yw, 办 最 小 值 

的 一 点 .上 ,我 们 得 到 w, y, > 诸 变 量 的 二 次 式 形式 的 位 能 ,而 动能 

了 
(mm 是 粒子 的 质量 ) 不 依 烽 于 坐标 珊 方 向 的 选择 。 央 此 只 须 适 当地 
赫 动 坐标 吉 便 可 把 位 能 化 为 对 角形 式 。 这 时 


五 = 全 (如 二 护士 济 一 本 (有 和 02 十 和 0 二 有 2 ， (28,14) 


同时 沿 轴 2; y; 2 的 振动 仍 是 主要 的 ,并 具有 冰 率 
ww- 和 ， oo=4/ 各， wey/ 上。 
在 中 心 对 称 场 的 特殊 糖 况 下 (和 5 一 站 一 加 一 有 口 一 2/3) ， 这 革 个 
类 率 相 同 (见习 题 3) 。 
应用 入 正 举 标 能 使 多 自由 讼 体系 上 迫 扳 动 的 问题 化 成 一 条 强 
过 振动 的 问题 。 在 考 虚 到 作用 于 体系 上 的 可 变 欠 力 时 ， 体系 的 控 


烙 毅 日 曾 数 有 如 下 形式 ; 
上 = Lu 二 之 FF: (ty, 《23 ， 了 0 


其 中 Lo 是 自由 振动 的 拉 格 朗 日 西数 。 引入 篇 下 沧 标 末代 符 华 标 
”jy, 我 们 便 得 到 


吊 ” 从 不 存 在 复 烙 率 【 普 于 , 将 进取 能 其 守 恰 定律 ) 这 同一 物理 见解 出 发 , 显 而 易 
此 ,在 一 般 积 分 盟 , 除 时 因 的 指数 责 数 现 因 子 坟 外. 扼杀 歼 因 子 的 出 现 也 是 不 可 能 的 


” 本 


Eg 23] 多 自由 麻 体 系 的 鬼 到 4 


-一 -oT 


L(+ DA 23,16) 
这 里 漆 用 了 符号 


fa 【站 == -之 a A 一 一 一。 
丰 应 的 运动 方程式 
0 十 at 一 六 (#) . 《23， 17) 
和 将 只 命 一 个 未 知 两 数 曲 .和 D。 


加 前 
+ 设 确 定 两 个 自 店 度 体系 的 振动 , 识 它 的 拉 格 舱 日 茵 数 为 
= 中 


i 两 个 加 有 有 频 罕 尖 wo 的 相同 的 一 纵 传 和 水 以 丰 站 作用 wxy 联系 起 来 ) 。 
解 : 运 惑 方程 

. 二 网 十 蚌 Y = 。 

痢 行 代 措 (23, 旨 可 得 
A 一 家 二 0 i —ad, 。 ‘I) 
特征 方程 是 ( 雹 一 w2=as， 由 此 ， . 
= 

方程 (1 ) 当 w= 地 有 :w= 时 输出 4 一 一 4 。 六 此 


T. 
二 -3 -二 V2 (一 他 二 


1 

{ 孙 数 地 二 对 应 正六 中 所 指出 的 简 正 华 标的 规 一 划 因数 )。 

当 a 寂 品 ( 邯 联 系 很 弱 ) 时 我 们 有 

- 三 ou 
纳 衬 物 一 可 ?人 全 籽 二 50 

在 这 和 藻 沈 下 x 和 # 的 变 卉 仍 是 两 个 频 举 相近 的 握 动 底 合 成 , 外 具有 扫 的 性 
” 锦 ; 并 日 朱红 为 一 =a( 见 $22。 辣 时 ， 当 华 标的 据 模 帮 过 好 大 值 的 时 
柬 ; 尘 标的 氛 幅 烃 过 最 小 值 , 友之 杰 然 。 

2， 试 确定 平面 双 摆 的 珊 拨 动 { 辆 了 D。 

解 : 让 45 才 顾 1 中 所 冰 得 的 丝 恬 动 (pL<1 gal) 的 拉 格 妥 日 洱 数 取 


- 


D2 ， 入 氢 未 Eg 


Pr “mE :nn 和}; ， 。. hs -1 Ft 
二 一 ms 六 好 十 -福生 坟 二 4 一 人 glipi — -可 a 。 


r 
运 戎 方程 残 为 
| i) 人 时 十 各 二 【+ 十 说 *1 8 一 且 ， 
ita tp 
在 施行 代 摸 (23,6) 以 后 石 往 变 为 
A al 


| AA = 
转 征 方程 起 的 艇 为 


ms pa 
瑚 。 _ . . | 
3，. 避 求 在 忠心 ( 印 所 清空 间 振 子 ) 的 救 道 。 


解 : 正 你 在 中 有 有 内- 全 适 动 是 在 一 个 平面 上 进行 的 ， 我 和 9 


T= to +a), yh QOS (ot 二 忆 ) 

起 者 

多 一 站 CDS py Y= 0s {p+ =b oo cons p~b sin§ Hn op, 

这 里 条 用 了 记 茎 = 姓 十 ;$=B8 一 x 。 由 批 硝 守 cos 和 singy 帮 作成 它 乔 的 
和 程 ~、 


A 
和 十- be 交 让 


六 吨 中 心 在 毕 标 原点 的 烛 细 。 当 8=0 或 将 时 由 省 明 化 为 一 让 直入， 


C03 =3n 0 。 


$2 儒 子 报 动 ， 
如 时 我 们 所 讨论 的 是 有 可 大 人 及 但 不 位 于 氏 增 中 的 粒子 体 


@ 在 们 能 五 =Fra 避 的 中 心 鄙 内 运动 溢 绢 合 曲 焙 进 行 ,这 一 束 实 己 驾 在 $14 事 
提 到 于 了 。 


2 . 侣 玫 涂 芭 | 3 


-一 人 


次 ， 插 么 并 十 所 的 全部 吕 丰 度 部 五 派 动 的 特性 。 办 子 力 是 这 积 ! 和 体 
条 的 虹 型 例 辽 。 除 池 夺 子 站 分 子 内 举人 科 的 弟 和 位 人 蜗 附 江 据 油 村， 
分 子 矣 体 还 讶 羽生 动 利 捷 凑 。 ， 

省 移交 应 六 二 个 身 让 度 、， 交 一般 情 决 下 , 荔 动 自由 诬 有 隔 样 
的 数目 ,所 岂 在 % 原子 分子 底 3% 个 自由 度 中 潜 有 3m 一 6 个 相 度 于 
柑 动 的 运 沪 。 在 坚 夏子 是 例 估 ,在 这 些 分 巴里 所 有 的 廊 子 消 一 笛 
线 排 列 善 。 茎 然 沟 团 纺 这 一 商 线 尾 动 谱 有 意义, 团 在 这 种 情 兴 下 
转 邢 的 注册 度 员 有 了 个 , 因 寺 振动 的 得 由 度 有 8n 一 5 售 。 

在 解 革 于 分 子 扳 动 的 力学 胃 题 中 ,最 好 一 开 奶 就 把 移动 和 甘 
动 的 月 由 度 喷 了 于 研究 范 整 沁 外 、 

为 了 除去 移动 ， 就 必须 记 为 分 子 的 总 冲 量 纤 于 雾 。 隋 急 这 人 条 
任意 味 着 分 子 的 惯 镍 四 心 不 动 ,因此 可 六 把 它 玫 为 慌 性 中 心 三 个 
学 标 不 安 底 形式 。 肖 Fo 一 Fo 二 Ws (其 中 ro 是 第 吉 个 原子 的 识 止 
尘 衡 位 人 置 说 向 径 , 而 二 避 洒 渤 位 堵 的 饭 痪 ), 助 我 们 可 得 条 件 

人 
Tt 一 个 《33 1 
”为 了 开除 去 分 子 的 震动 ， 此 总 便 它 的 昨 冲 最 垂 舌 于 皖 。 因为 
短 东 是 哪 一 下 标 画 数 对 时 间 的 全 徽 南 ,所 以 入 天 的 人 生 一 租 束 
潜 不 可 总 用 哪 一 个 琴 数 人 告 于 窒 的 形 江 当天 示 - 供 是 是 豫 振 消 局 生 是 
一 个 例 和 外、 过 实 上 后 再 次 规 = Ye 十 开园 有 时 洲 赤 不许 悦 移 和 
的 二 役 小 量 , 县 我 们 可 下 分 子 的 动 最 和 为 | 


最 一 之 nl 衬 交 nua [oott.] -二 a Ta EFeolto |o 


办 玫 , 在 这 神 近 科 情 泊 下 , 尼 沂 此 的 条 件 可 及 帮 为 
[fot =0 {24, 21 
这 团 侍 标的 原 感 可 以 性 加 选择 )。 
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太子 莆 下 振动 可 以 基于 与 原子 (在 平衡 售 时 有 在 分 子 内 对 称 
排列 相 联系 的 轧 想 , 按 凑 中 原子 运动 的 特性 来 分 类 。 为 了 这 个 由 
的 ,有 羽 群 玲 应 用 为 基础 的 一 股 矿 法 , 它 在 这 教程 的 另 -一 知人 中 中 天 
述 。 这 里 我 们 只 请 究 几 个 简单 的 例子 。 

如 果 和 分 子 中 所 有 如 个 原子 位 于 一 平面 上 , 阳 可 以 区 彻 原子 留 
在 这 平面 上 的 简 正 振 冰 和 使 康子 越 出 这 平面 的 简 正 振动 。 很 容易 
确定 这 是 种 原子 的 数目 。 因 为 平面 运动 一 其 有 2n 个 自由 度 , 在 这 

里 面 有 两 个 平 芯 的 和 一 个 圭 动 的 ,所 以 不 越 出 下 和 面 的 原子 谍 简 下 
振动 的 自由 度数 等 于 2% 一 83。 涉 余 的 (3% 一 6) 一 (2% 一 39) 一 mn 一 8 个 . 
振动 自由 度 出 对 应 于 越 出 素面 的 原子 底 振动 ，. 

在 线性 分 子 的 情况 下 ,可 以 区 趣 保 持 着 它 的 直线 形式 底 攀 振 

动 和 原子 越 出 直线 的 振动 。 因 为 所 有 按 丰 线 进行 的 ”个 质点 的 远 

动 模 应 于 % 个 自由 度 , 在 这 % 个 自由 度 当中 有 一 个 移动 的 ,所 以 不 

使 原子 越 出 站 线 的 振动 自由 度数 等 于 Cn 一 1) 。 斌 热 简 性 分子 拔 动 ” 
自由 雇 的 总 数 为 3% 一 5, 所 以 有 2 一 4 个 是 使 原子 越 出 直线 振动 

的 。 但 是 这 些 振动 只 对 应 nw 一 2 个 不 同 的 烽 举 , 因 为 这 些 振动 中 的 

每 一 个 都 能 够 以 两 逢 独 空 的 方法 序 在 两 个 瑟 相 答 站 的 ( 通 江 中 子 

二 的 ) 下面 上 演 现 ,从 对 称 性 的 着 虑 出 发 , 显 航 , 每 一 对 这 样 的 篇 严 .， 

振动 有 相同 的 手球 。 
习题 @ 
{t， 试 求 线性 三 原子 对 称 分 子 48B4d 振动 的 独 率 (图 28) 。 候 定 分 子 的 位 


能 仅仅 依 顿 于 4 一 B 各 一 4 的 上 距 次 及 角 ABA。 

' 解 : 根据 (24， 站 原子 的 炊 向 位 你 ey Tay Ty 入 下 关系 式 相 联 和 
”中 贞 第 三 着“ 量子 力学 ?no 

偶 讲 筑 下 复杂 些 的 对 子 库 振 动 ， 可 以 在 下 殉 忌 内 找到 M. 做 东 开 杂 二 ， MM 
A. 叶 立 亚 塞 厅 奇 ,T. 了 H. 斯 擅 汪 诺 夫 "入 子 的 报 动 ?, 苏联 国 冯 技术 理 祝 嘎 箱 汕 版 守 。 
1949; 了 菜 区 位 处 克 ," 多 原子 喘 了 的 振动 和 烷 动 光 玄 ”, 苏联 外 国 查 振 出 服 证 ，19 物 。 
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1 mt 
”ge 
上 
Tr 
上, 一 


| . 95 


二 


nr 0 


借助 于 时 式 ,我 们 从 分 子 蒜 向 运动 的 朱 格 良品 豆 烤 - 


[了 站 入 十 "6 全 准 一 2 
得 | #1 


一 - 守 [(zy-)+ 《28 一 证 | 


中 除去 as， 航 司 3 | 入 新 的 坐标 


二 


Wa Tg 全 2 gy 8 
夸 果 下 全 拉 导 4 + " 
= -3 供 一 卫 个 28, 


二 32m 上 ma 是 分 了 的 质量 )。 从 这 里 可 大 机 ; Va 和 Ws (准确 到 一 规 一 划 因 
ja hi L 佛 江上 坐标 。 些 标 Wa 对 应 于 相对 引子 中 心 民 对 称 约 所 动 (1 go 于 28, 
) 条 共有 频 化 为 . 


-二 
1。 “ tA 
三 标 晤 , 对 启 于 寻 称 (二 一 2 。 国 25, 门 扰动 ,日 寺 频率 为 
| tpn 一 A 
” TH 4 


由 于 人 4， 利 1 训 主 ;27 ， 原 于 的 村 向 位 榜 1 Was Wf 和 由 以 下 的 甘 系 式 联 
Ha 
(对 称 的 如 有 曲 振 动 。 阅 28; 5) 。 我 们 把 分 于 这 基 售 能 写 为 ot/2， 其 中 是 
角 4Bt 对 5 镇 约 仿 着 , 它 出 作物 控 下 起 来 表示 : 
| =+[ fi 一 Ha 十 i ~ Hl | 
把 所 有 位 矿 yry yny 99 痢 用 3 来 表 针 , 列 得 刹 横 振动 的 朱 格 其 日 醒 数 为 


2 
Ws 二 站 天 2 人 Prat? 外 te 4 ta :9 
二 让 Ci 二 一 一 人 机 一 一 63 


2 
上 这 里 得 到 天 可 
了 
a 
2， 癌 前 是 ,但 这 里 是 三 芍 形 的 分 子 184( 图 29)。 


解 ， 焉 于 (34 贡 ，( 双全 ,， 原子 信物 在 基 和 工 市 癌 的 分 最 内 下 列 关 


ma rd re) TF mpTa = 


八 、- 攻 -一 ma (1 村 的 ) 二 mL 一 0 
res 一 = Bin oy —Y) —0083 or1 Ty) = 6 
4 距离 4- 旦 和 了 3 一 4 的 性 变 沾 和 江 用 
间 量 好 一 雪 秋 页 一 芭 在 下 纹 二 万 和 及 二 
市 阿 小 授 影 的 上 专 继 来 或 得 : ~ 


Hi 《Sn ed {yy — Ya CON et, 


SR 4 Hae= (ra— to) Sinat CH fa) tO, 

lL 、 而 镶 484 的 改变 用 同 社 的 向 登 在 亚 家 

人 一 从 于 粳 路 4 及 和 了 4 的 方 岗 上 过 影 亦 于 
得 : 


3= 了 [Gameoser CW 一 昌 六 的 站 这 |] 十 


图 站. 
- + 闻 [~ Urs — XD) eoso — (ffs Ha) gin eco 
分 子 的 拉 格 彰 日 事 数 
i ' .1 
引入 新 的 毕 古 : z 
~ i 三 Ys 

向 星 tt 的 分 其 由 这 些 新 坐标 控 下 列 圳 式 亲 家 示 : . 

1 , 1 | mn 

1 二 可 Ca 全 CO 一 i Qa 


本 
+t 1 
i 一 二 《Ys ctgo) Wa- (qe2 ~ ta 说 的 ) Haw ot gs * 


Ry 
远 直 计算 后 ;我 全 便 得 刘 拉 格 蜗 日 栈 绽 为 


3 
Tr Fi 1 = I 和 Ty 于 用 。 呈 
La (a 一- 一- 站 下 一 
4 \my Sina 和 
_ el 2 ] (1+22a in a)- 
My 
_ 上 


C0 2 ein oy) + 


各 
Ee i in 人 COs 
一 IN 9 [i * 


rt 
2 p 


1 nn Obs Pasinacos gc, 


CF 


了 


[人 + 2 型 六 反光 人 


1. 一 . Oo re 


和 型 可 车 Hyy Wa 对 诺 善 其 有 的 
am -= - 工 上 4 
1+ 有 St 入 <) 

车 量 过 车 陪 i 来 认 元 友基 区 的 = 

缀 与: 站 1 fsa 定 三 一 起 对 应 莱 耳 个 振 部 (| 开 惠 对 称 : = 2 
渭 23; 5 和 16) 两 个 拍 剖 的 别 认 mi oa 是 二 这 的 " 控 及 Te 

nd 0 + CO 吕 十 六 2m 2 (1+ + ih «)|+ i =0 
约 覃 , 

当 22==s 时 ;所 有 这 些 姬 率 和 和 在留 随 1 中 所 得 到 的 禄 问 。 

3. 邮 第 -- 题 ,但 这 里 是 线 任 非 过 称 的 分 子 48C {名 如 )。 


3 下 2 i f 
” 8 ” | 
图 兴 


解 : 原子 的 糕 向 ! 切 居 移 和 护 坷 ( 思 伺 移 由 下 桓 的 关系 式 诅 和 潜 : 
人 
Wat mayat meyy = 一 ra 
把 仲 医 和 恋 归 性 能 wh 


2- -这 272 叶 一 -3 


(2 = 中。 天 如 下痢 全 是 1 所 的 计算 ,对 于 漠 向 振动 的 病 率 导出 
i = + . 


EF = 一 
! -到 me MRA Mn 


辣 讲 对手 两 个 条 向 滚动 频率 mg; wa 导出 一 个 二 六 ( 控 壤 ) 方 往 


} :下 
| eae (让 -+ 一 -一 . 二 十 五， 全 工 LL < HR 一 心 本 
TH mmr 了 A pn 


$ 25。 可 尼 报 动 
到 现在 为 止 , 获 们 一 真山 完 狗 体 的 运动 是 在 美容 内 进行 的 ,或 
者 腕 介 贸 过 和 运动 的 影响 可 以 起 略 不 放 。 而 宗 实 上 ,物体 在 介 丑 内 
生动 时 , 介 硅 覃 产生 旋 呈 使 运动 碱 环 的 隐 方 ”不 这 着 情况 下 ,运动 
着 的 物体 的 能 量 最 后 次 将 畦 比 为 荐 ,或 知道 党 所 议 , 区 将 尊 淫 。 
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。 竺 这 旺 条 件 下 , 运 运 的 对 程 已 经 不 再 是 葛 粹 力学 的 过 程 了 ， 而 
对 这 于 运 动 的 研 训 ,就 要 考 处 介质 本 身 的 运动 ;以 及 介 完 和 物 笨 内 
部 的 热 状 态 。 特别 是 ， 在 一 般 情况 下 已 构 不 能 肯定 运动 物体 许 加 


连 度 只 吓 该 坚 时 它 的 坐标 和 速度 的 效 数 , 序 在 力学 中 所 有 在 这 天 


意义 之 下 的 运动 方 可 是 不 存在 了 。 这 样 ， 的 人 在 个 找 门 十 动 的 间 
二 这 已 直 不 是 力学 的 网 且 了。 
是 存在 一 定 类 型 的 情况 ,在 这 些 情 况 下 ， 如 果 在 力学 的 运动 

方 中 引入 一 和 村 于 天 出 可 以 用 末 近 但 地 摘 纵 在 介质 中 的 运动 。 
冰球 较 介 旧 中 的 闪 耗 过 程 底 特 征 频 棕 为 小 的 振动 邵 忆 此 种 类 型。 
如果 具备 这 个 条 件 , 那 不 可 以 认为 , 在 物体 上 和 作用 六 只 依 蒜 于 (对 
答 定 的 均 与 介 里 来 毅 ) 和 区 的 速度 药 “ 麻 接力 "。 

如 果 加 之 速度 又 很 小 , 否 末 可 以 按 速 度 的 方 交 来 展开 靡 探 力 。 


展开 式 的 等 灵 项 等 于 零 , 因为 在 不 运动 的 物体 上 不 作用 任何 摩擦 ， 


力 ,而 未 消失 的 第 一 项 和 速度 成 正比 。 这 桩 ,作用 在 具有 广义 坐标 
多 进行 一 航向 拓 动 的 体系 上 的 广 义 嫌 控 力 就 可 以 写成 


Tm = 一 一 23， 


式 中 心 是 正 系数 ， 而 信号 表示 力 是 枯 和 过 相反 的 方 放 用 把 


这 力 添 入 运动 方程 式 的 右 过, 我们 有 得 [ 见 (321 入] 


3 一 一 上 一 am 。 (25,1) 
烷 霓 m2, 并 引 久 记 号 


志 一 5 人 一 2 。 {25, 2) 


wo 是 在 没有 麻 擦 力 的 情况 下 体 条 自由 振动 的 频率 。 且 入 称 为 阻尼 


指数 (或 称 阻 尼 减 篇)。 

， ”这 样 一 来 ,我 们 得 到 方程 

z+ sds=0, (25,3) 
根据 解 常 系数 线性 微分 方程 的 一 般 法 即 ,我 们 刷 “一 er， 从 而 投 到 


me 


4 
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? 这 等 征 万 程 _ . 
y2 汪 2Xr 十 oO0， 
让 此 
人 ,2 一 一 入 士 MS— oo 
方程 (25,3) 的 普 过 解 为 
光一 外 6 十 Co6 

这 里 应 部 yj 区 别 也 种 情况 。 

刘 果 4 二 wo， 其 未 我 们 有 两 个 复数 共 刻 的 7? 底 包 。 在 这 稀 情 
六 下 运动 方程 的 一 般 解 可 以 下 示 为 

oRotAexp(— M+iV eA 人 )， 
式 中 4 是 任意 的 复 常数 ， 另 外 也 可 以 号 戌 

一 Ge 008 (tA ,ovoi— MN , (25,4) 
， 起 中 % 和 口 是 实 常数 。 由 这 些 公 式 所 搞 葵 的 运动 序 是 所 刘 阻 尼 振 
动 。 它 可 以 和 看 作为 盏 有 指数 尼 减 振幅 的 线 和 和 振动。 振幅 收藏 的 圳 
度 由 指数 2 素 决 定 , 而 振动 的 “频率 ”ww 小 于 无 摩擦 的 自由 振动 底 
频率 , 妆 》 妇 an 时 ,om 和 an 之 竟 的 六 值 是 二 他 小 量 。 在 在 摩擦 时 
频 这 的 变 小 是 不 出 所 料 的 ,因为 苔 所 总 是 阻碍 运 款 。 

如 果 A 拟 oo, 那么 在 一 个 周期 257o 的 时 滑 内 ,要 下 振动 的 振 
斐 括 乎 不 改变 。 在 这 种 情况 下 , 研 完 坐标 和 速度 平方 (在 一 个 周期 
内 } 的 于 均 信 是 有 旋 义 的 , 在 再 均 时 ， 忽 夏 因 子 ”的 改变 。 这 些 
平方 的 于 均值 显然 正比 于 6?*， 因 此 体系 能 最 的 还 均值 按 下 列 说 
桂 减 少 ; 


= Foe 2!, (25,6) 
其 中 五 是 能 量 的 初 信 。 
现在 改 和 > oo 。 这 时 了 的 二 个 香 都 是 实数 ,而 此 都 是 鱼 箱 。 
解 的 普通 形式 为 


A A 
省 人 上 [后 AY Pa (‘25,6) 


5 


我 们 大 到 ,在 站 种 麻 尖 力 幢 够 大 的 情况 下 ,运动 则 皮 为 的 曾 册 适 


玻 , 邵 是 浙 近 地 (党 {1->oo 时 ) 赵 向 在 衡 位 置 ,而 淄 有 板 动 、 当 种 运 
动 的 类 型 称 为 非 转 期 性 讼 减 . 
最 后 ,在 特殊 情况 下 , 当 入 =wo 时 ,特征 方程 式 只 有 一 个 概 ( 重 
根 )7= 一 。 大 家 知道 ,微分 方程 的 一 般 解 在 这 情况 下 为 
z= {0 tet)e (25,7) 
这 是 非 甩 期 性 壮 喊 的 特殊 惰 况 。 洗 虽然 不 一 定 是 单 印 的 运动 , 但 
高 样 没有 振动 的 性 质 . 


对 多 自 贞 度 的 体系 来 设 , 对 应 于 闪 标 四 的 广义 莘 寥 力荐 下 到 ， 


形式 的 速度 的 线性 西数 : 

ps 一 之 Crp 了 (20,8) 
从 琅 粹 力学 的 角度 米 才 处 ,不 能 够 作出 任何 关于 系数 ur 对 指数 4 
和 上 的 对 称 性 实 的 烙 论 . 但 是 用 和 统 言 物理 的 方法 可 以 就 明 了 ,总 
全 “ 1 


~ us = Hp | (26,9} 
园 此 式 (25,8) 可 以 写成 微调 的 形式 ， 
所 一 一 2， 25,10) 
. OR: . 
菇 中原 图 数 是 二 次 式 | 
r= 二 六 Gd, 65,11) 
它 称 为 耗 数 西数 . 
力 (25,10) 应 该 添 入 拉 阁 朗 日 方程 的 右 端 , 邵 
a or_8L aF 05,12) 


ft A Om Eo 一 _ 
耗 散 面 数 本 身 具有 重 村 的 物理 意义 ,在 栖 系 中 能 量 耗 散 的 强 
度 部 由 放 来 欧宝 这 算 市 了 体系 的 机 械 能 对 时 间 的 微 页 后 就 溉 容 


外 昂 杰 激 孝 党 五 区 裔 异 架 理 ”。 


TD 管 振 或 : “落得 章 人 “ 


和 


5 | J 0 


易 确 信和 这 点 了 小 从 有. 


全 xi . 
通 然 丈 是 速度 的 一 其 男 数 ; 末 水 按照 齐 次 函数 的 欧 鞍 定理 .等 式 右 
方 的 和 每 于 2 六。 了 于 症 ， 


人 一 2 克 ， .205,15) 


凶 体 勾 能 长 的 疏 恋 速度 占 构 部 汕 数 的 二 习 输 主 。 内 闫 不 散 过 程 肚 
教 能 量 的 减少 ， 所 凡 衣 过 席 读 有 六 二 0; 即 二 次 式 人 05.31) 本 寥 上 
是 下 和 的。 

在 有 麻 欣 力 的 滴 党 下 , 微 振动 的 方程 挟 遂 过 六 各 办 5,8) 于 
方程 (23,5) 的 右 方 得 浏 的 ,好 


wt ， -1 we ~ | 上 半 已 
-一 Fr, < = > 和 站 26, 14) 


详 企 和 这些 方 种 下 
个 -一 
约 去 ?汇合 得 到 汕 蚊 小 的 经 这 代数 方程 而 
mi ror ri, 0 , 25.15) 
使 这 个 方 补 竹 的 行 区 并 全 于 着 我 生体 找 到 确证” 碟 值 的 等 征 省 
简 式 
pr -285,10 
对 了 浴 评 ,这 足 一 个 时 次 刘 竹 式 。 角 然 攻 的 全 部 系数 是 实数 ， 
所 以 写 的 根 或 是 实数 ., 或 是 马 关 的 共 乾 复数 ， 这 时 实数 息 一 室 是 
全 的 , 而 复 数 急 有 贷 的 空 数 部 分 。 不然 的 六 ,所 有 尘 泊 得当 虐 , 诉 
有 有 [ 农 悄 村 一 好 的 还 有 打 条 斌 纶 总 各 将 随时 鹿 按 指数 规律 培 长 ; 可 
是 耗 雇 力 的 存在 应 该 院 救 能 晤 的 减少 。 


102 + _ 稚 振 动 [直率 1+ 


am 


26， 有 摩 毛 存 在 的 强 近 振 动 
研 完 有 障 擦 力 存在 的 强迫 振动 完 双 和 在 822 里 所 进行 的 没有 
。 摩 媒 的 振动 的 研究 相似。 我 们 在 这 果 仔 和 地 来 于 座 周 期 性 强迫 力 
的 情 交 ,这 种 情况 是 值得 单独 研究 的 。 
在 方程 (25,1) 的 右 方 添 人 分 力 cos Yt 开除 成 各 后 ， 我 们 使 
得 到 运动 方程 
EON be eds yt (26,1 


求 这 方程 复数 形式 的 解 比较 方 全 ， 下 边 写 屏 素 
代替 cop yi? 
畏 叶 hw ov en a 


我 们 来 寻求 形式 为 2 一 Be: 的 特殊 积分 ， 对 于 8 我 个 求 得 


. 
P= Tc 一 yy (26, 2) 


招 B 写 为 be? 的 形式 ， 对 于 5 和 5 我 们 有 
2 


| = 全 " 
AM 一 字 Ary 2” tgo= 3 一 00 \26, 3 


最 后 , 招 表 未 式 Be 一 Beit+e) 中 的 实数 部 妇 女 出 后 ， 我 们 便 得 到 
方程 (26 了 的 特殊 积分 ， 再 维 它 沫 上 不 带 右 边 部 分 的 方程 的 -- 般 
解 (为 了 确定 起 网 ,我 们 窟 ou 的 情况 的 一 般 解 ), 朋 我 们 最 后 答 
到 


=A "ootowtia) + boostyttd), (26,4) 

第 一 项 狂 时 间 按 指数 规律 下 降 ， 所 以 者 过 是 入 肥 的 中 间 上 是 隔 
防 后 留 下 的 只 是 第 二 项 : 

2 二 8 costyt 十 0)。 (26,5) 

当 频 下 六， 趋 近 于 on 的 时 候 , 强 迫 振 动 的 振幅 5 的 者 未 式 

” 《26,8) 虽然 也 埠 加 ,但 是 不 趋向 于 无 委 大 ,不 像 流 有 廉 注 力 时 在 其 


L$ 25. 丰 旷 控 众 和正 的 强 提 所 水 并 


鬼 的 情 沁 于 那样 。 在 力 了 胜 拱 幅 杀 定 的 条 件 下 , 当 频 奉 ?一 
二 M0 一 2 时 所 动 所 幅 有 景 大 航 : 省 on 时 y 的 这 个 数值 和 
ou 彤 的 浴 别 只 是 一 附小 攻 。 

我 们 水 猎 客 一 下 接近 小 长 所 的 区 域 ， 役 醋 yo 十 sy 其 中 
是 一 小 缀 :同时 我 个 媒 认 为 不过 on ， 于 是 大 (26,2) 中 证 忆 近 个 地 
进行 代 换 ; 

y= (To yo wo, DY 2 

; 因此 
B= oo (26,6) 


HL 全 RY on 


_f 、 入 
一 一 tad = 一 人 
Dm ETA 已 1 


我 们 末 指 出 当 蝇 连 力 绚 率 改 迹 时 , 控 动 和 强迫 力 之 踢 的 位 相 

主 6 灾 化 的 特点 。 位 和 这 总 是 负 的 , 节 振 动 总 是 " 著 后 -于 外 力 。 
六 甘 振 很 远 时 ,在 -tov 下 本 5 监 近 于 震 , 而 在 ?oo 六 着 8 赫 

江 人 十 一 ，6 从 寺 到 一 xz 的 襟 人 花 ， 在 an 附近 儿 罕 ! 宽 庶 和 ~ 入 的 
新 浴 区 间 认 进行 ; 当 y= 时 位 咎 其 经 过 ~ 让 。 因 此 我 们 指出 ， 
在 无 砍 授 方 的 情 讽 "FF, 当 Y= wo 时 强 连 扰动 的 位 相 改 变 一 车 工 突 
变 地 进行 [在 2, 全 市 的 第 二 项 改变 符号 ]， 其 诬 内 入 就 “ 抹 平 "了 
这 一 突变 。 

三: 答 定 运 到 情 沁 下 , 当 伍 么 作 强 迫 振 动 426,5) 时 :所 的 能 最 保 
证 不 变 ， 这 时 体系 不 炳 地 【从 外 力 汰 那里 ; 级 取 能 量 , 这 些 能 量 志 
于 厅 探 的 存在 油耗 散 :， 我 合用 工 (人 人) 素 玫 未 在 单位 时 租 内 平均 星 
次 的 能 晤 , 它 是 什 力 类 这 的 夯 数 .按照 (25,13) 救 个 丰 

了 (7 ) = 2 
其 中 如 是 着 散 画 数 ( 按 振 泣 的 周期 ; 的 平均 什 。 对 于 一 闪 运 动 


者 


TO 禾 概 至 : [六 卫 证 3 


米 胜 ， 首 散 而 数 的 恬 这 式 [! { 25, 地) 化成 Padi/d= Nd, 入 克 
(26,6) 后 ,我们 便 得 至 
Fmb yr gin yt), 


正 续 下 方 对 了 时间 的 平均 佐 为 半 ， 因 下 


TO = hmby (26.9) 
在 其 振 附 近 , 从 .26,7) 中 把 振动 探 幅 代入 .上 式 肝 有 
1(8) = ee | {05,9) 


吸收 对 频 夺 的 优 贺 关系 的 这 种 形式 称 为 色散 的 形式 ， 如 果 在 某 个 
值 8 于 了 te) 下 宅 在 ==0 时 的 最 
大 值 减 少 一 全 ,出 我 们 称 数值 e: 
”为 共振 曲 米 的 个 宣 度 ( 图 31)。 由 
公式 (26,9) 可 以 看 出 , 在 这 铺 况 
| 1 。 下 这 宽度 和 阻尼 指数 * 相等 .而 
1 从 “最 大 值 的 高 度 


和 臣 皮 比 。 由 此 可 见 , 当 阻 尼 指 数 变 小 时 ,， 浴 振 曲 线 变 得 更 高 ， 
即 了 的 最 大 变 得 更 失 锥 。 但 共振 曲线 下 的 曾 积 在 这 种 清 泡 下 仍 保 
持 不 变 。 : 
这 个 面积 贞 积 分 
人 I(y)dy= | I(ayde 
给 出 ,和 Z( 中 [| 的 培 加 过 下 地 下 了 ,小 乞 ]8| 大 的 区 域 无 论 


J nr op 
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慎 题 
试 瑞 拭 直 在 麻 氢 附 ; 在 外 历 了 <.Poesieos 从 作用 下 的 三 迫 报 动 。 
解 : 32& 仙 | 先 表 能 划 委 形式 的 台 剖 石 程 翅 


络 后 分 测 解 的 沈 数 和 分 。 精 果 我 三 中 0 式 们 给 党 报 动 
rhe rnstrt tm, 


Jn 
Ek Fi: ~ - 
| He fe 有 a 2 让 和 3 
yA 


{ $= 一 


"一 -2 -2 十 Dr 吕 


27 瑚 数 共振 
有 这 种 非 冉 阴 条 存在 ,在 其 中 ,人 外界 的 作 肛 归 竺 尖 笨 自 窟 屠 随 
肝 膨 的 改变 
在 撞 格 各 日 虹 数 (2, 引 里 的 系数 站 和 天 局 是 一 厅 体 杀 的 妇 
mn) + 一 0， : 27,1) 
按 红叶 51 人 关 的 铀 立 变 量 7 代 罕 5 此 万 如 本 侍 为 


人 二 mbw=0, 


因此 ,实际 上 并 不 对 一般 姓 作 任 食 卫 制 .研究 下 面 形式 的 运动 方程 
式 电 足 鱼 个 : 


ey, 21Fm 二 人 ，- oO 
a 十 基 2 ( 乓 名 一 昌 ， {27 ,2) 


证 (37 ,了 中 总 果 %= 第 数 的 证 , 亦 可 得 到 琵 式 ， 
图 数 wt 有 0 的 形式 由 则 题 的 条 他 三 是, 我 们 概 慎 ,这 是 时 涵 泡 


而 ”六 种 类 现 中 二 向 畦 次 售 子 是 并 各 点 窒 餐 古方 记 代 粉 定 的 册 勒 运动 的 扫 (电机 
辐 习 。 . 


To6 攀 振 天 [ 菏 去 章 1 


?因而 周期 为 T= 27iYy) 的 周期 性 风 数 。 这 就 意味 着 
wt = {t), 
因此 沙 个 方程 (27 ,2 相对 于 详 横 ff 全 是 不 变 的 ,由 中 得 汕 灵 
葵 : 多 果 2 中 是 万 程 的 解 ,那么 , 画 数 z(t+ 人) 同样 也 是 解 ， 换 条 
证 有 ,如果 jx 办 和 2 站 是 方 程 (27,2) 的 丙 个 独立 各 人 开 , 则 oa 人 十 2 
和 wolf 了 了) 都 于 用 24( 力 和 2s( 引 苇 性 表示 。 在 这 全 情况 下 可 以 中 
这 样 来 选择 or 和 xy 使 得 当 用 十 了 民有 时 ,它们 的 改变 羽 仅 是 生 
-一 个 常数 下子, 即 
mt) 二 HT 一 
具有 这 硬件 枚 的 两 数 的 最 一 般 形 式 是 
=p TD), tad) = ps Ht) {27 3) 
其 中 人， 人 0 是 时 间 的 姜 周 斯 性 丽 数 (周期 为 全 ) 
”在 这 些 丽 数 里 的 常 笋 wi 和 jn 应 这 以 一 定 的 关系 式 要 联系 。 
事实 上 , 锌 廊 程 - 
: Xi 二 wt) 0 
务 划 滋 入 ws Rv, en 一 个 ;我 们 便 得 到 
zz — zt 一 一 人 (bgs — — ow) = 
或 者 站 
V1 — TIT = 常数 。 【了 了 去) 
得 是 ,车 (和 到 个 是 形 如 居 7 3 的 任何 偶数 , 则 洛 自 变量 二 疏 
变 了 工时 ， 这 等 式 丰 好 的 表达 式 敢 上 ily ， 因 此 很 阴 睛 ， 旋 了 要 在 
皇 何 情况 下 满足 等 式 避 7 4 必须 槛 求 
” Hap |, (27,5) . 
从 方程 式 (27, 习 系数 的 实数 性 这 一 事实 出 发 ,我 何 可 忆 进 一 步 
作 关 于 常量 Fy FL 的 竺 论 . 和 如果 和 是 这 个 方才 式 的 革 个 积分 ,小 


全 下 一 带 熙 叶 和 ra 不 四 重合 。 


[3 < 尖 炒 共 报 | TD? 


二 倒数 拷 塌 醋 数 和 (应 该 满足 周一 个 方程 式 ， 从 这 里 得 出 硅 防 : 
一 对 常 基 万，Pa 应 说 和 男 一 对 常量 jy 1 相 辐 ,也 就 是 说 , 谍 消 
说 读 有 Hi 一 上 ai 王者 ul 和 ra 者 是 实数 ， 在 第 … 和 独 情 况 下 , 考 感 
到 C27.) , 我们 有 = 即 1 二 二 和 缚 最 Wy 和 I ja 
的 柑 癌 部 竹 于 1 ， 
在 第 二 种 情 疯 下 为 程式 (237,2) 的 两 个 狐 普 积 女 淹 如 下 形式 : 
m= HD, r= Hi, (27,6) 
并 时 二 为 泵 等 于 4 的 下 的 或 洪 名 的 并 数 ， 这 两 个 玉 数 中 有 一 个 
(是 稀 一 个 或 虱 第 二 个 要 否 1! 记 1 式 者 - 志 | 二 二 随时 六 接手 数 规 
笃 导 长， 这 就 里 就 , 体 于 的 瑶 凸 装 志 (在 z=0 的 本 衔 位 置 ) 光 是 不 
稳定 芍 :只 慨 对 汪 答 位 区 有 任意 小 的 根 闹 ,就 会 使 上 及 理 的 纹 称 2 很 
急 好 隧 于 拉 丧 其 。 这 个 更 梨 称 为 基数 共振 。 

我 们 诺 读 注 党 , 泊 4 与 的 初 竹 严格 等 于 潜 时 ; 定 伴 在 以 后 也 
等 于 泛 , 这 和 通常 了 共振、 22) 是 不 相同 的 , 对 通常 的 此 所 玉带 ,位 
移 随 时 间 的 增长 (得 土 艳 正比 ) 园 痒 发 生 于 初 值 等 于 次 的 清光 。 

我 们 要 关 明 在 一 个 重 杰 链 况 下 , 印 首 潭 数 oo 汕 [ 卫 个 党 莉 栓 
浇 很 少 , 辐 时 叉 是 简单 的 周期 性 而 数 

. woo8 yD (27 .7) 
了 时 引起 参数 甚 振 的 条 件 ; 式 由 常量 天 < 工 (我 们 将 说 为 天 是 正 的 ,这 
一 点 总 可 以 用 对 时 哟 计算 起 虑 适当 选择 米 请 足 1、 我 们 在 下 面 将 
要 看 到 ,如 果 面 数 of 的 频率 接近 于 蚜 可 ce 的 一 倍 , 球 公 密 数 共 
振 将 发 生得 最 剧烈 。 因 此 ,我 个 尽 

9 一 2600 二 3， 
我 中 8 入 con。 
对 运动 方 各 叶 
s+as tl hoo dt et .0, (27,8) 
”这 种 形式 ( 带 有 常数 7 惠及 的 方 各 府 数学 移 旨 中 由 鞭 其 物 当 各 。 
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我 们 将 好 求 下 区 形式 的 解 : , 
zalt)oos( wnt )s+b (sin( wot 二 ,27.,9) 

其 中 4 和 8) 是 时 间 玖 福 变 (与 os 和 sin 相 比 较 ) 峡 数 ，。 冉 然 ， 
解 的 这 种 形式 涉 是 很 精确 的 。 事 实 上 ， 西数 > 二 也 包 合 带 这 样 频 
于 的 项 , 它 与 (wo 了 8,2) 的 着 是 (2cw 呈 8) 的 整数 和信, 不 过 这 此 项 是 
由 的 高 级 无 穷 小 量 ， 而 在 一 般 近 仆 中 :可 成 名 覆 光 全 1 见 名 题记。 

把 (37,9) 代入 (97, 8) 并 且 只 保留 。 的 一 全 项 进行 计算 ,同时 
假 攻 ,6 ~ sc,5~s8 (在 共振 条 件 下 , 这 很 忠 的 正确 性 由 粘 果 来 征 
啶 1。 抬 兰 角 西数 的 乘积 萎 开 为 和 ,如 


cosf as 十 £) * COS (2 十 8) t= 


一 cos( 3ao 二 学 1 二 地 eos{ oo 十 号 $5) 


以 及 庄 如 中 类 , 词 时 和 以 上 所 中 的 相 适 庶 , 咯 去 带 有 冰 率 为 3( w+ 
+ 5) 的 项 , 糙 果 我 位 得 到 


on ) in( EY 
(95+ So Bo sin wo 二 二 -十 
on ) ( 8 z= 
+ (2 de 二 他 jn C08 vot 二) 由 。 


要 满足 这 ~ 等 式 ,就 必须 在 每 个 因子 sin 和 cos 前 的 系数 同时 等 于 
雾 。 由 此 我 们 得 到 丽 数 el 四 和 50) 的 两 个 纺锤 微 苍 方程 的 方程 
组 。 ee e* 的 解 。 这 时 ， 


这 两 个 代数 六 各 协同 的 条 件 共 出 
He 


LE 太 妈 其 握 TB 


长 生 忌 效 其 拔 的 条 件 是 。 的 : 吉 数 本 ( eh 和 0) 人 出 时 可 电 ， 
塞 数 汞 杠 于 和 -于 频 夷 2w0 包 有 周 阅 的 区 城 


Roo he /yr 
TT I TT We 3 11} 


这 区 域 的 前 拱 徊 庆 度 下 上 比 ; 同 时 访 动 的 坊 灾 指数 * 区 庆 应 底 
值 有 有 间 幸 的 数 项 役 . 

当 体系 套数 变化 的 频 李 》 趋 近 于 sa ( 式 中 是 任 得力 数 ) 
时 ,滩涂 工控 也 会 长生， 但 佐 随 着 名 的 二 加 其 拔 区 域 i 不 稳定 挫 
区 城 ; 的 宽 庶 符 站 一 - 辛 迅 巡 地 六 小 { 见 知 题 2 、 在 区 城内 振动 的 
垢 鹿 指数 括 值 由 同样 本 沙 。 

当心 杀 吊 有 微小 的 摩 控 时 , 湖 数 基 报 的 现象 壕 站 六 ,但 是 在 这 
精 泊 下 下 稳定 性 区 城 并 窑 了 了 一点， 我 们 在 3 35 中 已 五 济 , 座 控 使 
得 振动 的 挨 幅 技 规律 eo-* 衰减 。 因此 在 寡 数 共 折 情况 下 , 振 珊 的 
洽 强 所 拓 4s 是 正 的 , 攻 由 无 麻 控 的 半 题 的 解 记 雇 定 ) 一 翌 奸 进 
行 ; 而 不 稳定 锤 区域 购 边界 由 等 式 8 一 A 二 0 妾 决定 。， 这 样 , 利用 
27 ,10) 下 的 jg， 对 于 其 搁 区 域 ,我 们 得 型 代 省 7 了 的 个 颂 这 


| Gy — A ea (tn) - 4 ,12) 

和 个 庙 恋 注 洲 ,在 这 俩 入 流下 天 报 不 是 生 拔 幅 大 任意 小 的 时 

檬 都 可 能 发 千 , 而 只 基 从 一 定 的 全 "也; 并 好 ; 在 人 72 的 情况 
下 ， 


能 况 诈 切 ， 对 于 在 闫 座 von 附 这 的 共振 ,图 六 隐 天 小 条 和 


加 站 ;9 
让 的 ec 法 9iD 改变 符 革 J HR 活 。 

六 ”如 所 其 关心 到 其 所 区 域 的 近 王 (到 尖 恬 区 壤 内 < 的 表 计 式 ) , 期 斑 站 更 冤 这 此 
边界 上 :0, 玉 部 注意 到 在 人 27 , 几 币 车 救 上 下 是 不 玉 的 下 后 可以 简 化 革 算 ; 窒 这 各 
情况 不 我 鲍 放 让 关 刘 者 福 康生 区 恩人 7 人 党 各 的 能 皇 - 二 ion 


1710 . 入 和 阳 训 上 铝 五 淮 : 


Te 


岂 正 比 , 分 随 % 的 增加 而 增加 。 ” 
普 ”是 
， 小 在 ?一 2 附近 迷人 生 共 振 ， 就 稍 定 不 稳定 性 区 域 的 过 办 〈 蕉 确 到 半 


[ 


h2 0 
解 : 我 向 将 寻求 下 和 面 形 式 的 方程 式 (27， 9) 的 解 : 


站 二 co 2 十 喜庆 十 Po sin( aa0 十 号 + 


1 CHS 3( 十 ) t+ bs Sin 3( wo+ i) fy 


在 这 举 击 , 涪 样 考 开 到 子 E 和 (27,9) 相 比 粹 18 的 更 商 圾 的 项 ， 当 只 注意 不 黎 
铣 泪 区 域 的 过 办 时 ， 荡 们 要 5 所 有 有 派 狂 ous Poy Ory by S41 常量 (和 在 1409 .下 稻 
一个 脚注 内 所 提 到 的 相克 合 )。 在 代 大 十 程 (27)9 时 ， 我 们 把 于 : 角 图 数 的 冬 


积 展开 成 和 , 同 对 路 去 带 有 频率 5( w+ 三 ) 的 项 (这 些 项 只 是 在 更 高 赵 的 近 
专 中 才 嚣 要) ,我 们 便 得 到 


出 
BAC + 二- 二 安 ; |eos wo -yt f 十 


+|- if oe 证 友 - -)- A 名 之 Po - bs n ( tu 计 间 ji 二 


二 | 学- Ue — Des | 3s( mo 十 写 : 干 


2 

+| 人 bo — Seabs FE 3{ mm 二 iD。 
在 落 有 频 素 om 十 e/2 的 项 里 保留 落 -共和 二 括 小 量 ,而 在 带 和 频率 3(co+ 志 ) 
的 项 闪 保留 蘑 一 航 小 量 的 项 。 拇 一 个 在 方 括号 内 的 表 法 式 应 该 分 别 等 于 雪 。 
从 与 面 两 个 方 描 号 内 的 表 这 坟 4 到 

me 
然后 从 前 两 个 我 们 便 找到 
we + 全 -加 和 0， 

角 这 个 方程 准确 到 与 i 局 八 的 颈 , 我 们 有 求 得 = 的 边界 德 


.hm 工 _ 呈 
2 一 士 -本 和。 


28 大 测 开 报 地 : | 


2， 当 其 所 发 生地 Y= 二 ww 附和 时 : 波 确 定 不 税 定 性 区 域 的 这 给 。 
解 : 南 ?= 二 Ps 我 信和 得 到 运动 态 裕 
中 二 Da 
注意 到 所 求 鬼 边界 入 = 7; 我 们 家 党 找 下 列 形式 的 解 : 
Pn oo 十 
| -上 thisin 人 (us 二 二 有 十? 

在 此 式 中 间 时 考 诈 了 雌 个 . 玫 训 。 为 了 要 确定 不 苑 定 诈 的 边界; 我 妇 王波 恨 
证 有 驼 狼 基 常量 ,于是 得 到 


Ha 
| -zxocor i he Wi 村 


| — Zt bp -上 Md. hh, pnw 
|- 和 jn :于 去 
+|- 了 4 5 十 一 一 上 a 2 十 Be 本 es ol : 
由 此 找 芭 
| 一 i 了 Sg 
全 名 1 1 0 


因此 不 稳定 州 ;区域 的 两 个 边界 臣 


oo 


各 二 一 A 2 Pug eo 

3 茂 求 再 击 择 微 振 右 的 礁 数 汇 扰 秒 十 ; 惟 下 的 巩 起 在 可 四 上 族 癌 托 苔 。 

解 : 按 在 $5 者 三 3，(a) 中 所 得 到 的 拉 格 说 日 国 数 , 我 们 或 担 禄 振动 
fp 农 ]) 的 运 丙 方程 

$+ 44 eos {20+ 8)t)o=0 

(或 申 二 二 9 和。 由 此 可 局 ;时 这 da 起 洲 正 交 中 所 及 用 的 帮 数 请 的 作 所 ， 
从 人 竹 kta7; 1 和 采取; 寿 方 褒 : 下 面 的 形式 : 
2 


HE EA 
> 


§ 只， 状 谐 各 所 下 
.六 以 前 扎 墙 的 微 捧 动 理论 部 厦 建筑 在 体系 的 位 政和 动能 按 
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涉 标 和 还 度 [ :保留 二 般 项 的 展开 式 之 - 上 的 ， 法 时 适 动 的 方程 式 是 
线性 的 , 正 因为 如 此 , 在 这 种 近 仆 情况 -F 我 们 考 可 以 襄 芒 性 振动 。 
虽然 这 种 谋 开 在 扳 动 振幅 很 小 的 条 件 下 完 参 基 合 理 的 , 但 是 对 更 
高 一 贺 近似 的 考虑 (所 虱 振 动 的 非 谋 和 性 或 者 非 总 性 ;就 会 引导 泡 
\` 藻 些 运动 的 出 现 ,这 些 运动 虽 是 徽 时 的 ， 但 是 在 本 质 - EF 共有 新 的 特 
我 便 把 拉 格 船 品 醒 数 展开 到 三 释 项 ， 注 时 容 位 能 里 将 出 现 筷 
_ 标 si 的 三 实 方 项 , 而 在 动能 里 , 则 深入 了 含有 形 如 wazuax 的 速度 
和 坐标 夷 和 柱 的 项 , 它 上 与 原 裘 达 式 《23,3) 的 这 个 蔗 罚 是 和 在 硬 数 
anfkg 的 展开 式 中 保 曾 的 相对 于 >= 的 一 组 贰 杭 联 系 着 的 。 泥 样 , 拉 
格 朗 日 画 数 有 以 下 形式 : 
元 一 p> (onurcezx 一 下 25 十 


十 二 凶 所 2 一 于 ATI 《28， 1 
”起 中 mso bn 是 新 的 常 系数 。 

如果 从 任意 坐标 r 过 渡 漳 (线性 近似 的 ) 稍 正 坐标 Q. 那么 ， 
忠于 这 个 次 摸 是 线性 的 , 在 (28,1) 中 第 三 村 第 到 个 和 将 转变 为 类 
似 的 和 ， 只 是 在 其 中 的 坐标 x; 和 速度 二 将 锌 @. 和 8, 所 代 转 。 把 

在 这 些 和 中 的 系数 表 为 xuey 和 Hosy， 我 侦 得 到 按 格 期 日 贾 数 为 

= (0 wa) + 
4 


+ hn, BY ena sl (28,2) 
我 们 不 打算 枢 由 这 个 拉客 良 日 而 数 各 出 的 反动 方程 完整 地 写 
出 素 。 主 要 的 是 它们 有 下 列 形 式 : 


Oi, = fd, OD , (28,8) 
其 中 志 是 坐标 日 和 它们 对 时 间 的 禾 商 的 二 次 卉 实 光 数 。 
应 用 并 般 近 微 的 方法 ,我 科 素 济 找 下 列 形 式 的 这 些 方程 的 解 : 


- 归 


Am 一 mr 一 
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DO i 
式 中 人 <Qa0， 而 曾 数 满 是 未 受 微 批 "的 为 程 式 
总 5 十 四 一 心 ， 
时 ta 是 再 3 证 串通 的 谐 和 振动 
一 cn 008 coat 二 Guyo i23,0) 


在 高 一 般 的 近似 里 , 六 程式 128,3) 的 大 边 员 保留 二 胡 小 是 的 
预 时 ,我 们 得 到 G2) 的 方程 
WA Go 蒜 芒 ， 28，6， 
沾 术 式 (28,5 应 散 代 久 下 让 的 右边 。 赫 果 我 们 得 到 非 齐 次 烽 性 害 
筋 方程 ,并 则 宅 合 的 在 没 部 分 可 点 变换 成 为 季 音 周期 性 夯 数 的 和 。 
所 以 ,党 如 说 ， 
OY das OOS nat + Aa C08 Twa) 一 


= Gat cos [io Fal- os ras| + 


直人 0S| 1 一 matio, gl}, 
”出 此 可 见 , 在 力 程 式 128,6` 的 右 动 有 与 频 素 纤 于 体系 加 有 上 类 
浴 的 和 与 郑 的 拔 动 相对 谍 的 项 。 方 程 的 解 应 访 寻 乒 色 舍 同 样 周 期 
”性 因子 的 形式 ,上 是 我 们 得 出 类 访 :让 二 灿 近 仆 旦 ,在 烽 球 为 ae 的 
体系 的 简 焉 振动 上 应 加 上 附 旋 报 芭 ,其 斤 事 为 
be 二 (4D, 7) 
(站 包括 糯 诗 的 二 信和 即 2% 和 冰 认 0, 局 次 对 应 着 恒定 的 位 移 )， 
这 些 舌 雁 称 为 组 合 频 率 。 秀 合 斤 动 的 振幅 和 对 这 于 简 正 抵 动 的 王 
积 Gao 《王者 硬 方 二 克 正 引 、 ， : 
在 高 一 般 的 近似 里 , 当 拉 格 朗 是 画 数 的 履 和 并 中 少 虑 到 更 高 险 
乓 天 时, 央 出 现 级 合 振动 , 宅 全 的 颖 率 必 具有 :天野 的 和 与 洲 ， 
但 夺 , 陈 此 以 外 也 还 医生 一 个 新 的 现象 。 z 
原来 是 这 样 , 太 第 三 闻 过 但 里 ,在 想 合 精 率 中 已 寨 出 珊 和 原 业 
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下 相合 的 一 些 闫 素 (wa 二 om 一 ayo 在 详 用 。 上 而 所 流 的 为 洁 时 ， 
在 运动 方程 的 右边 将 有 共振 项 ,这 些 项 穗 得 在 解 时 出 现 带 有 随时 
因而 境 加 的 振 蚂 的 项 。 但 是 ,在 物理 上 很 显然 ,在 无 苍 界 能 源 的 封 
闭 体 系 中 ,振动 强度 不 可 能 白 发 地 增长. | 
玲 实 上, 在 更 高 级 的 近似 里 , 基本 频率 ws 比较 出 更 于 二 欢 的 ， 
位 能 表达 式 中 之 “未 受 微 扩 ”的 值 wo, 将 发 生变 化 。 而 在 解 中 培 
-要 项 的 出 现 和 下 次 型 式 的 展开 式 有 联系 ; 
COR + A tS on oa — Edwa sin om, 
当 # 是 驶 大 时 , 效 种 型 式 最 然 蚌 不 合理 的 。 | 
.内 此 当 过 滤 到 向 一 级 的 近似 时 , 乏 扫 近 但 的 方法 其 形式 应 苹 
这 样 地 来 改变 ,使 得 在 解 中 出 更 的 局 期 性 因子 ,从 一 开始 就 含有 和 确 
切 的 ,而 不 是 近似 的 频 于 的 值 : 正好 是 下 本 共 拔 项 不 在 在 , 绩 囊 的 
改变 圳 被 天 种 的 解 所 确定 
把 这 个 方法 用 在 一 个 自 由 度 的 非 带 和 和 振动 上 ,把 近 格 明日 夯 


数 号 政 
_ Mb 了 mB 
: 三 一 一 一 一 好 一 -A (28,8) 
相应 的 运动 方程 是 
t+ mir — a 一 Ban 。 (28,9) 
我 们 将 寻求 逐 般 近 倒 的 毅 数 形式 的 解 
v= ww 
' 并 且 


pageog wt (38,10) 
带 有 精确 的 w 的 值 , 而 这 个 储 本 身 我 们 将 在 以 后 用 般 数 uco+ 
二 oo) 十 oo 十 … 的 形式 来 寻求 (对 时 间 起 点 作 适当 选择 ,总 可 以 使 。- 
在 x 中 的 初 相 等 于 贬 )。 但 是 在 这 情况 下 , 形式 如 (28,9) 的 运动 
方程 式 不 十 分 方便 ， 因为 在 把 (28,10) 代 到 它 里 面 后 , 等 式 的 左 方 


ee oe -一 
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苦 不 z 格 估 中 于 志 。 因此 我 们 预先 的 它 改写 成 等 才 的 形式 - 
二 Fim 一 5-- 有 03 一 (1 入) , i 28, 11) 


估 换 此 处 的 人 w= 和 放 训 二 6 二 中 柯 中 瞻 去 高 于 二 家 
小 其 的 项 , 戈 们 人 恒 得 到 2 的 方程 式 
mo 0222) 一 — A OF wt Soom O08 wi = 


二 一 各 一 0 GOR 2e0t -tt B00 C03 0 » 


在 等 式 的 右 方 泡 共 所 项 的 条 件 很 尝 易 就 葵 出 of:0， 这 和 在 本 节 
开始 时 所 中 到 的 求 一 般 近 但 的 方法 霹 符 侣 。 氛 后 , 骨 通 常 的 方法 
解 砷 痢 交 线性 万 程 ， 我 们 恒 得 到 | 
ce .00 i. 
. . OY SE (28, 并 
Dt Bez Diy 

. 凌 次 ,和 宇 (28,.11) 中 概 避 吕 一 区- 二 人 二 和 w= 中 . 
和 们 使 得 到 2 中 的 为 各 

FF be eam Be 0 el’, 

把 表述 式 必 28, 140} 有用 28,123) 代 和 大方 ,在 煌 过 航 单 的 诠 措 语 可 香 


a EE 一 -一 es + jeos 六 cw 


M4 = -一 


中 a 2 nt Se — 8 | loos cof - 
使 共振 因子 cos wt 的 又 数 等 汗 沉 ， 和 基本 首 率 的 修 引 
om (8 - je £28,13) 
直 幅 正 正 比 于 畴 动 | 太 而 第 向 亿 据 动 
oo 一 < 2 (2 区 一 jeos3ct 。 (328,14) 


# 拍 ， 非 政 性 振动 中 的 共振 
”各 肾 关 康 在 体系 作 强迫 启动 时 非 济 和 的 项 ， 那么 证 共振 弄 铺 
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.中 训 么 发 现 本 质 上 新 的 特性 


在 方程 (38,9) 右 开 加 上 周期 性 的 ` 拓 内 为 六 ) 外 力 后 可 得 
d+ 2 Be 00s yt—or— Bo, (99,1} 


在 其 中 我 们 也 写 大 了 耶 尼 指数 为 * 的 摩 氛 力 (以 下 我 们 假 心 很 
小 )。 严 耕地 悦 , 在 考 虚 到 自由 拨 动 方程 式 中 的 非 米 性 项 时 , 必须 
闻 时 考虑 到 强 追 力 振幅 中 的 高 险 顶 , 这 些 商 硬 项 对 应 着 强迫 力 对 
于 位 移 < 的 可 能 的 侈 袁 关 系 。 我 们 不 列 信 这 些 项 仅仅 是 为 了 入 化 
公式 ,因为 它 台 们 不 改变 现象 的 本 导 。 
可 宁 一 cog 十 号 

(e 很 小 ) 就 是 说 睹 近 通 常 的 共振 。 如 果 利 用 于 面 -~ 些 道理 ， 剧本 
以 不 埋 棱 研究 方程 (29,1) 而 来 探讨 所 人 全 的 运动 的 性 相 。 

.在 线性 近似 中 ,在 其 振 附 近 , 强迫 振动 振幅 8 对 外 力 的 振 屿 了 
和 频 素 ? 的 依 环 关 条 由 公式 (26,7) 灶 出 ， 并且 这 个 准 式 我 们 拒 它 
号 成 ” - 


pas 二 ja) = 一 (29,2) 


白 动 的 大 栈 狂 引起 其 加 有 频率 对 和 披 幅 的 全 站 ,我 们 把 固 少 频 
“于 写成 
wo 二 D2?, | . {28,3) 
: 其 中 常数 * 以 -一定 的 方式 通过 非 呈 和 系数 才 孙 [ 昂 (28,13)]。 相 - 
应 地 ,我 们 在 公式 (29， 2) 中 ( 严 确 切 地 褒 是 在 微小 的 着 7 一 wo 中 
把 wo 换 成 w0 十 x 如 。 

仍 采 用 符号 一 ?一 ao， 精 果 我 们 得 到 万 程 


5s[(e 一 x52)3- 二 2] = 了 -29,0 


4 


或 者 . subit A (-o- te 5 ~- 


Cad tood 


1 mid 涉 宰 性 的 中 的 共 线 了 地 


一 一 一 =- 一 - . -一 一 一 一 -一 .一 一 -一 


方程 (8, 区 是 82 的 三 次 方程 起, 六 的 稀 可 类 定 强 和 振动 的 拔 
赚 。 谤 我 们 求 研究 一 下 在 外 力 的 振幅 为 已 知 叶 , 这 个 振幅 对 外 
力 频 闪 的 佑 烙 关 潍 。 ， 
当 了 的 值 是 够 小 时 ,振幅 
5 由 小 ,于 是 在 (29, 四 中 可 以 所 
路 高 三 上 5 的 二 次 方 的 项 因而 
栽 们 区 何 到 了 (29,2) 的 前 数 尖 
系 Bts) ,这 个 关系 是 用 在 8==0 
处 为 弥 大 伍 的 对 称 曲线 来 者 示 
的 {图 32,，o 。 随 涂 的 增长 ， 
册 线 发 生 形 变 ,最初 保持 着 白 
蕊 的 等 点 一 一 有 一 个 极 大 全 
《图 52, 站 ,但 标 大 和 值 移 到 正 。 
一 面 去 了 (在 x:…0 时 )。 这 时 
在 方程 (29,4) 的 三 个 粮 吊 只 
一 个 实 根 . 
然而 ,从 一 定 的 值 了 = 六 
(这 个 戎 应 后 我 们 要 确定 它 ) 区 至 
起, 册 线 的 竹 质 开始 改变 。 在 了 为 大 于 . 记 的 任 一 个 值 的 情况 下 ， 
都 有 一 定 的 晤 环 区 域 存在 ,在 这 个 区 城 里 汶 程 (29,4) 有 三 个 实 梳 ， 
花园 82, 6 的 曲 粮 上 熏 民 BCDE 序 相应 于 这 个 区 城 。 。 
在 五 点 和 C 点 -9 一 oo 的 条 件 决定 庆 个 区 城 的 界限 。 把 方 


程式 (29,4) 对 。 徽 商 后 ,得 到 


a — hxb’ 
re 
所 以 卫 点 各 侣 点 的 全 仁 认 定 于 方 各 


32 dnbie 号 35 一 站 090,65 


td 人 四 [ 铺 直 直 ? 
和 (29,4) 的 联合 解 。 左 合 解 的 。 的 两 个 人 都 是 正 的 。 在 守 一 0 的 


er 


这 个 值 和 全 数 关系 (29,2) 折 答 的 极 关 值 吻合 。 

可 以 证 明 (在 这 里 我 们 将 不 研究 @@: ,在 方程 (29, 有 的 演 个 实 
禄 中 的 中 轩 一 个 禄 ( 朗 在 图 32, * 中 庶 弘 所 张 示 的 CD 线 眉 ) 相 当 于 
体系 的 不 稳定 振动 : 无 答 多 么 小 的 微 能 作用 炎 于 处 在 这 种 状态 中 
的 体系 二 都 会 使 振动 变 为 相应 于 类 一 些 或 小 一 些 的 根 ( 邵 矿 段 BC 
或 也有 的 振动 。- 得 此 可 见 , 只 有 4BC 和 DEF 两 个 分 枝 各 对 应 
洪 体 条 的 芙 实 板 动 。 容 许 两 入 不 赔 振 幅 的 里 球 区 的 存在 是 在 这 种 
情况 下 值 每 注意 的 特点 。 所 以 ,在 外 力 的 汗 府 乏 淘 墙 加 时 强迫 据 
动 的 振幅 将 沙 着 曙 线 48C 增加 。 在 点 C 振幅 发 生 :破裂 "， 印 振 
己 跃 降 测 相当 于 召 点 的 值 , 然后 (在 频率 秃 千 增加 时 ) 将 涪 着 册 线 
万 Fr 改变 。 和 如 果 叉 减少 糯 率 , 涛 么 蝇 迫 拔 动 的 振幅 将 沿 善 曲 楼 了 DD 
改变 ,在 点 马 扳 檬 路 增 涧 B， 然 后 将 洛 着 B14 号 少 。 

为 了 算出 值 疡 , 我 们 应 法 剖 ， fs 是 当 (8 的 ) 守 次 为 程 (29,5) 
的 两 根 相 重 时 了 的 值 , 在 了 一 fi 时 CD 台 钦 变 成 一 个 拐点 。 便 二 
次 方程 (29,5) 的 制 别 式 等 于 雾 ,我 们 得 弱 wr:= 和 9, 方程式 在 这 种 
情况 下 的 根 是 = 2x12 。 殷 这 些 6 各 :的 值 代入 (29, 巷 便 找 得 
。 oo (29,7) 


当 yo 时 , 概 动 的 非 粮 性 陈 了 使 共振 现象 的 性 质 履 变 以 、 
外 ,还 引起 新 的 共振 出 更 ,在 新 共振 中 ,频率 与 wu 溢 别 很 大 的 外 方 
汶 赣 起 烦 兴 与 me 相近 的 振 珊 。 四 


僻 克 朋 可 内 在 ;名 她 放 ， 伯 术 入 但 夫 和 米 特 旁 汇 利 所 基 的 " 漳 神 狂 汉 动 玲 哈 中 的 : 
渐 近 法 ”( 轴 再 学 青 先 出 版 诗 ，1958 部 ) 一- 福 中 执 得 。 


晶 


(29,6) 
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识 钴 力 的 类 尼子 守 wo -， 邹 


0 
== -a 十 号 。 


| 


六 :一般 缆 形 近 但 中 ,红外 为 雁栖 东 中 激 区 让 双关 这 相 恒 的 谋 芭 ,基板 

幅 与 力 的 振幅 成 正比 : 

El) 一 和 cos( Se 十 e)t 
人 J 


Srey 
”上 [按照 荔 式 422,4)。 然而 在 二 粒 近 但 中 郑 虑 到 菲 畔 性 的 锯 时 ,下 
些 振 动 使 得 在 方程 式 \29, 居 布 过 出 更 舌 次 为 27 之 wo 的 项 。 即 是 
裔 ,把 wt? 代入 方程 
1 
引用 一 懂 胃 的 余弦 , 帮 在 在 进位 深 贸 共振 丽 ， 歼 们 蚀 得 到 
PED IN) p22 1 awa 二 如 ae < 


i 

bu 4 i ' 

= pi C08 (wo- +-Bet, i ,8 
tn ， 


这 个 万 符 式 利 百 想 式 (429， 也 的 玄 吕 公公 在 于 其 中 为了 的 拔 幅 的 进 
为 横 成 了 正比 于 产 的 表达 式 、 这 就 党 味 藻 有 这 种 坟 拱 产生 , 它 和 
上 上 面 房 鲜 完 过 的 在 7Y 守 wo 外 的 共振 性 里 相 抽 ,人 旬 有 较 小 的 强度 - 
于 费 在 万 程 129,4) 中 把 了 移 成 一 8a 产 . Wt ( 圭 且 把 3 质 成 28) 
就 可 得 到 讽 数 关 添 808): 


| 3 
DE {de 一 wu) 一 re (29,9) 


型 在 贡 外 力 的 闫 潜 
Yo 
下 一 裔 过 役 中 拷 们 疹 


ll 
i 4 


a 


当 灾 方程 起 (390,10 中 代入 =8 十 m3 时 ,与 前 而 情况 不 加 ,这 联 
得 不 多 具有 长 版 外 万 的 性 里 的 后 ， 但 由 于 下 开 于 汪 积 汪 7 定 的 渤 


二 


120 ”和 所 芭 el 


oe Fr ee — —— 一 


用 项 而 有 贿 数 型 共振 产生 。 如 果 在 所 有 非 线性 的 项 中 ,只 保留 这 
一 项 的 话 , 部 末 对 a” 我 们 得 到 方程 


EF OL = ~ a wD 
， wa 四 _ Dr " ， ] 
{Dy [| n 3) 
2 十 Fo 引 1 3 cos(2auo 十 e) | 0，《(29,10) 


部 (27,8) 类 型 的 (考虑 到 磨擦 的 ) 方 程 ,我 们 知道 , (27.8) 就 是 在 一 


” 定 的 频率 间隔 中 下 起 振动 不 稳定 性 的 方程 。 然 而 为 了 确定 振动 的 


合成 振幅 ， 这 个 方程 是 不 够 的 。 景 终 振 幅 的 建立 是 和 非 线性 效应 
有 关 , 为 了 在 方程 中 估计 此 效应 ,应 苇 也 保留 对 xz2) 是 非 糖 性 的 项 : 
TT DA 4 ca 十 oa 二 cr 一 
= 有 coa(2on 十 让 ct 。 (29,11) 
“注意 狂 下 列 情况 ,对 这 问题 的 研究 可 以 大 大 简化。 如 时 假定 
在 方程 (29, 革 ) 的 右边 


= 8 eos| (wo 一 5 )it6 | 


(其 中 5 是 所 求 的 共振 振动 的 振幅， 5 是 常 相 移 , 它 在 以 后 是 不 重 : 


要 的 )， 同时 把 两 个 周期 性 因子 的 乘积 裘 为 两 个 余弦 的 和 的 形式 ， 
我 俩 便 得 到 有 共 育 通 常 洪 振 (相对 体系 的 加 有 频 奉 co 性 质 的 蕊 


b . 
: 四 

因此 ,问题 又 化 庶 了 本 节 志 所 研究 过 的 关于 非 线性 体系 中 通常 丰 
振 的 问题 , 莹 别 仅 仅 在 于 更 在 是 量 cfay3ai 起 外 力 振幅 的 作用 


《es/2 换取 了 sj。 在 万 程式 (29, 和 中 进行 这 个 代 换 ,我 们 便 得 涧 
(S02) + | 


363i22c06 ° 


对 于 8 来 解 这 个 方程 式 ,我 们 求 得 振幅 有 以 - F 可 能 的 估 ; 
b=0, (29, 13) 


提 


后 


二 


3 
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er 


Aire, jf af VV_,a) - 
ony) 1 ‘29,18) 
» 1 Taf Vi 
= (29,14) 
证 轿 33 和 描 葵 着 从 这 里 所 得 到 对 上 的 依 顿 关 承 (这 是 x>0 
的 情况 ; 在 x<<0 的 赃 况 下 , 曲 5 
克 朝 向 相反 的 一 障 )， 上 点 和 和 
U 点 对 亦 寺 数值 
z ji 
s=tyt{ Bp 2 ) 一生 六 四 
在 互 点 的 左 方 只 有 一 个 条 如 =0 4# 8 ee 2 
是 可 能 的 ,如 没有 波 拓 ,而 其 世 路 3 


不 能 激发 起 否认 = 之 据 项。 在 入 和 总 之 兰 的 贞 喘 内 ， 我 全 有 
项 个 入: 5 0 (图 如 上 的 BC 段 ) 和 事 示 式 (39,13) (分 枝 B 癌 )， 
最 后 ,在 OQ 点 的 有 为 在 在 (29， 12) 一 (29,14) 的 所 有 三 个 根 ,但 并 不 
是 这 些 信条 都 相应 于 稳定 的 振动 状态 。5 一 0 这 个 值 在 .8C 区 关上 
是 不 稳定 的 , 井 且 同样 能 够 永明 ,相应 于 (在 另外 玻 个 概 之 闻 的 ) 
(29,3 生 的 根 的 状态 永远 是 不 稳定 的 。 在 圆 33 上 不 稳定 的 ? 值 用 
起 线 表 示 。 
尽 我 们 来 考察 一 一 比方 起 -一 -在 外 力 频 析 逐 渐 减 小 的 情况 
让, 最 韦 “ 表 下 "外 的 体系 的 行为 。 在 到 达 C 点 以 前 一 次 是 5 二 0， 
到 达 以 后 , 这 个 状态 就 发 生 “ 破 裂 ” 而 过 滤 色 分 村 8 上 。 当 8 灯 


.中 ”这 段 隐现 恰好 相应 子 参 数 共 拔 的 区 城 (27,12), 并 生肉 (29,10) 风 (37,8) 的 比 
加 申 ,我 们 有 i=27xf /3nwat 和 可 能 存在 的 条 件 


1 2 
+ 过 
让 BE 


相 记 演 水 逢 蕊 i >i 。 
区 认 当 革 意 ,我 们 这 于 所 研 穹 的 全 基 并 浅 慷 济 。 图 由， 14 1 有 并 氛 间 不 以 昧 闫 售 
举 就 是 静 汪 的 ,在 体 时 内 将 有 仇 盘 的 ,频率 罗 的 本 迪 攒 动 。 


加 


1 . 做 当 动 ”If[ 鲍 五 举 1 


- 一 一 一 -一 一 -一 :一 :一 上 一 一 一 一 一 一 


锋 丰 少时 ,振动 的 振 旺 在 月 点 减 小 到 寺 值 。 在 频 检 相反 地 增 大 蛙 ， 
扰动 的 振幅 沿 基 BB 曲线 上升 中 ， z 

我 们 所 研究 过 的 上 长 拔 是 产生 让 非 禾 人 性 氢 琐 体系 中 的 主要 情 
况 。 在 更 高 儿 的 近 但 中 要 出 现 企 莽 他 频 闷 上 的 共振 。 严格 地 没 ， 
在 一 切 往 足 ny 十 mao wo (rn, mm 是 整数 ) 的 业 府 上, 也 就 是 襄 
在 一 切 ?一 pao/9 py 永 是 整数 上, 共振 都 应 和 导 上 生 。 然而 由 于 
近似 程度 的 提高 ,共振 现象 的 强度 :以 及 共振 现象 发 生 的 朱 球 区 
域 ) 很 快 地 厂 沙 ,以 摔 相 实际 中 只 能 觉察 到 镍 主 为 7 了 守 poo/9r 而 性 
和 立 村 部 不 大 的 江 振 ， 


~ 


兽 是 
om ?Ys ga 上 之 共振 的 国 数 关 科 bte) 
: 在 一 般 近 俱 中 
一: 二 coa(8u0 Et 


由 (29; 办 我 们 得 到 二 机 近代 (29) 的 太 程 
二 aE Br = ~— Bw etn, 
” 效 盟 , 首 竺 式 的 右边 仅仅 写 执 了 引起 我 们 及 研 究 的 兴 扎 的 项 ， 候 定式 中 . 
z=b ec 引 f 二 于) 于 引 ， 判 从 关 全 余下 的 联 乘积 中 分 出 共 括 项 ; 我 们 便 在 
方程 的 大 端 得 到 宪 达 式 
38baF 
(全 -可 
由 此 可 见 ,6 对 6 的 全 时 关 汉 ; 可 在 方 稳 (29,4) 中 用 38827732 代 换 了 而 
用 s/3 代 摘 * 来 求 得 , 亦 妆 根据 下 面 的 方程 来 求 得 : 


(x) 了 六 |= i bisAbt, 


这 一 瞧 程 的 棍 ; 
站 人 基 及 号 起 外 ,所 表 导 图 周 公开 只 只 在 过 名: 六 蚌 店 瑞 宇 饮 丫 Hj 考量 店 硝 
世事 实 , 上 ， 人 洒 人 年 坦 乓 外 实 手 某 一 "点 时 就 完了 ; 当 法 犁 小 一 点 时 换 寺 状态 
评 蕉 上 拆 车 ? :jj b= 让 ~ 


【 31 扫 吉 这 生 狠 站 的 六 -人 138 


=}, 
. 机 1 加 站、 一 人 
1 | i 


Dr Ne i 
和 在 而 中国 图 形 胡 出 上 对 :的 傣 籽 甘 又 鸭 特性 :x0 对 }。 尺 信 = 
{ 措 用 二 六 48 对 深 六 稳定 攻 状 态 : 本 避 对 永 于 


- 于 +A 
ii .了 = 
天 中 二 了 


泗 个 值 。 振 动 状 态 只 在 s> sf 国 寿 存在， 兰 且 拱 幅 5:54。 舰 乱 =0 的 装 
态 永 涝 是 聊 定 的 ; 那 人 为 了 沿 发 起 担 动 , 下 嫩 的 "推动 *? 放 是 尼 圳 的. 

我 们 所 得 到 的 公式 仅 习 三 : 很 小 时 半 正 确 。 如 困 这 时， 的 拔 慷 满 嘴 生 
件 如 一 则 上 的 向 小 性 让， 的 徽 小 往来 保证 ， 


§ 39， 快速 交 变 场 中 的 运动 


下 如 我 们 将 研究 同时 处 杆 不 变 场 5 和 了 时 伪 而 改 奕 具有 高 
糊 o 的 力 ~ 
了 一 Jeosc 十 FSina cot {30,1} 
作用 下 的 粒子 的 运动 ( 户 , fz 是 仅仅 估 末 于 坐标 的 厂 数 }。 我 个 认 
为 满足 于 条 件 @ 光 1 的 着 素 是 “ 商 烦 ”， 式 中 中 与 质点 只 在 木 变 
忆 内 运动 的 周期 辣 数 量 投 。 从 数量 上 计 力 /并 不 比 场 口 的 作用 力 
世 , 但 我 倍 假 定 由 这 力 所 引 起 粒子 振 前 位 移 很 小 :以 后 这 位 移 用 # 
表示 \， 
泡 了 简化 二 算 , 我 们 先 钙 宪 罕 仅 恢 禹 二 一 个 定 间 学 标 的 昌 内 


的 一 六 运动 。 这 时 粽子 的 运动 方程 式 中 蚌 四 
on 一- 二 下。 :30,2 


从 作用 于 粒子 的 场 的 性 磺 就 可 事先 知道 ,粒子 的 运动 是 沿 着 
某 一 圆滑 的 执 道 移动 ,同时 国 颖 着 达 贞 道 (以 频率 w) 作 征 据 荔 。 
因此 我 个 把 机 数 %() 写成 下 而 和 的 形式 : 

zt) = YD +e), (80,3) 
其 中 (1) 是 我 们 所 指 的 徽 振动 。 、 
本 类 的 在 其 周 吉 25 时 关内 的 芷 均 估 为 雪 ,而 数 工 (在 


当红 时 间 内 蛮 化 很 小 。 若 在 字母 上方 加 一 揽 霄 示 这 棕 的 焉 均值 ， 
草 我 们 有 ?= 羡 ( 四 , 亦 部 画 数 蔷 (#) 描述 一平 沟 恢 速 振动 而 得 汉 
的 粒子 的 “村 稳 " 运 荔 。 我 们 将 推导 出 决定 这 一 图 数 的 方程 卫 。 

将 (30,3) 代 大 (80, 她 ,并 按 台 的 方 次 展开 , 使 准确 到 一 灯 , 我 
们 全 得 到 


mm t(D +E A 


在 此 方程 内 ,有 不 同性 质 的 , 序 振 划 的 及 “ 平 称 " 的 项 ,很 现 显 , 它 个 
记分 其 在 这 两 个 钥 的 每 一 租 中 相互 移 兴 。 对 振 费 的 项 ,我 们 二 南 
| : me=f (FE,D, 80,0) 
-其他 项 含有 小 因子 办 裔 比 我 们 所 写 的 项 小 祖 疼 ( 菏 于 微 商 5, 由 
”于 它 和 大 的 数 晤 2 成 正比 , 因此 并 不 小 )。 对 售 有 (30, 了 中 之 画 
数 了 的 方程 人 0, 日 ) 积分 (这 时 量 工 履 看 作 常 量 )， 我 们 得 到 
f= (30,8) 


(30,4) 


一定 是 币 卡 尔 扫 村 ,四 应 地 , 双 数 oa 不 一 定 是 格子 的 腥 晤 , 国 而 也 不 一 定 
村 像 我 们 在 (30, 负 中 所 民 定 的 那样 是 党 数 。 不 沙 , 这 痒 的 责 关 并 涉 扩 虹 在 莫 后 的 车 时 
上 上! 莽 后 出 }。 

多 下 册 所 让 方法 的 大 炬 是 凡 于 卡 皮 入 的 L961 年}。 


C 3 区 这 妇 ， 让 名 宙 遇 二 弄 13t 


er er 


现在 ， 我 们 来 对 时 并 下 雹 (省 下 而 所 此 的 意思 ) 方程 Ca0, 2), 
二 加 一 亦 万 的 了 和 * 的 一 均值 汐 老 ,因此 得 到 电信 注 数 天 (四 的 方 


最 入 我 们 把 它 开 号 为 
m= 他， (30,.7) 
其 中 ,有 有效 入 能 ”出 
Uap = Ut LE F488 (30,8) 


法 宠 吕 。 将 号 式 同 (80, 昌 上 比较， 周 良 容易 百出 、 考 洲 的 ( 较 之 扬 如 
浴 济 1 项 下 是 习 的 ; 正 是 振 芭 的 下 均 动 能 ) 者 


~ Uspg=U 十 本 (30,9} 


可 二 
由 中 可 网 ,粒子 对 据 动 夺 作 的 平均 运动 是 这 注 进 行内 ; 威 懈 除 
了 三 定 声 U 到 让, 还 有 一 个 附加 航 盾 定 声 作用 着 , 这 附加 的 但 定 
接济 恋 声 报 赋 的 优 顿 关系 是 一 次 的 . 
所 得 全 赫 果 可 以 很 容易 地 推广 到 性 瞩 月 由 天 数 的 目下 - 尺 华 其 
9 册 抄 这 的 体 乏 上 。 对 于 有 履 仔 能 我 位 得 到 [ 代 宁 (30,8) 的 ] 衣 未 式 


Ui 二 如 十 ran Ff — -| -六 ee Ei ' ‘30,10) 


了 站 和 ， 量 air (一般 疯 求 是 坐标 的 二 数 ， 是 体系 动能 的 深 煞 er [ 见 
(时 记 的 了 肛 的 和 振 卫 过 这 生 陆 元 素 ， 


| 
1， 哉 决定 搜 的 稳 党 平衡 位 这 ， 概 党 鬼 的 县 点 以 高 央 来 Y《Y 光 M97) 作 


人 厅 兴 多 纺 季 z 的 情 吕 下 ,进入 一 些 习 用 的 运算 , 误 电 水 实 公式 (307 (30,8} 
所 证 在 兢 的 , z 


:6 币 振 动 [第 下 淹 ] 


忆 表 振动 。 

解 : 从 55 的 蓝 题 3 中 所 得 到 的 拉 格 妇 日 副 数 看 出 ; 在 这 情况 F， 
变 力 是 

j=— pray eos ytaing 
《 选 角 ?代替 最 j。 因 时 “有 效 位 能 ” 
| Us = mA( 一 oos + sinsg), 
欧 定 平衡 位 襄 对 应 淤 这 泗 数 的 景 小 值 、. 在 下 向 下 的 性 岗 你 一 外 永远 是 稳定 
和 的。 在 满 尼 笨 忻 
QI gl 

的 情况 下 ;党 这 向 的 状态 (9=z) 也 是 稳定 信 秆 。 

2， 辣 前 题 , 住 其 到 点 作 水 焉 振动 。 

般 : 按 45 的 儿 题 3， (9 中 所 得 的 拉 格 朗 日 岁数 ;我 们 找到 | 


= miay cor yt eom 9 


于 是 ”. {php = nad) ee 由 十 2 二 083 ?| 
即 果 297; 期 5= 间 为 稳定 位 丘 。 即 果 oa> 257 出 稳 定 伞 置 对 应 洲 
’ ng 2 

: i 


第 六 章 “刚体 运动 


$31， 角 速度 
在 力学 中 ,加 体 可 以 定义 为 其 疝 趾 离 保持 不 变 的 实 点 所 粗 成 
的 体系 。 实 际 存在 在 自然 界 的 体系 只 可 能 近 但 地 符合 这 信和 条件 。 
在 一 般 情 融 下 ,大 多 数 国体 形状 种 大 小 的 改变 非常 小 ,以 至 于 站 把 
固体 当成 一 个 浆 仁 来 研究 其 运 就 规律 时 ,完全 可 以 不 去 注 豆 这 些 
改变 。 
为 了 简化 准 全 ,在 以 后 的 浅 述 中 ,我 们 将 罗 常 把 困 体 淖 作 是 耸 
交 的 看 点 第 合 。 这 种 看 法 同 实际 .上 首 办 尝 中 常 把 拓 体 和 看 弃 束 楼 
体 , 完全 不 注意 它们 内 部 构造 的 情况 -点 也 不 巴 盾 。 从 按 蛙 点 取 
利 | 所 得 出 的 公式 过 渡 到 速 续 体 的 俱 式 , 只 小 把 粒子 的 寻 量 换 成 在 
体积 元 dV 内 所 包含 的 质量 pdFr 0p 是 质量 密度 ，, 然后 对 物体 星 
个 体积 积分 。 
为 了 描述 刚体 的 运动 ,引入 两 个 光标 杀 : “能 由 ” 华 标 系 , 如 汗 
性 华 标 系 证 PZ， 腑 及 固定 在 刚体 于 并 家 与 他 部 运动 的 运动 伐 标 
茶 各 二 2 二 一 ?0。 到 物 笨 得 性 中 心 为 运动 于 标 丢 的 原点 是 
此 较 方 货 的 。 
基体 相 对 于 毅 止 坐标 系 的 位 置 完全 由 运 荔 侍 标 系 的 位 加 来 闫 
:、 访 向 逢 琵 起 示 运 动 条 统 原 点 口 的 位 灌 ( 赚 中 ;。 而 运动 系 克 
的 是 后 利和 对 于 静止 双 闵 的 指向 由 三 个 独 支 的 角 决 定 , 所 以 同 向 
给 是 的 三 个 人 获 量 一 起 ,我 傈 汞 有 六 个 毕 标 ， 由 此 可 娃 ,， 任何 则 怀 
都 是 .个 各 由 度 的 力学 体 骤 。 
我 们 来 岗 容 刚 体 的 任 谴 一 个 无际 小 的 位 袍 。 此 位 移 可 看 作 琵 “ 
(7; 


[L 刍 关 从 ] 


个 组 成 者 分 的 和 。 洪 一 是 物 
. 体 的 无 移 小 的 平移 , 它 个 慌 
性 中 心 从 初 位 置 称 到 苯 位 
置 ,同时 运动 坐标 系 轩 的 指 
向 保持 不 变 。 第 二 部 分 是 绊 
往 性 中 心 的 无 穷 小 的 罚 动 ， 
它 使 刚体 到 法 最 站 位 圳 。 
出 体 的 伍 仿 一 版 卫 在 运 ， 
动 坐标 系 箔 中 的 向 么 用 ?下 
和 东 , 识 点 在 “阁下 系统 ”中 的 
向 么 用 + 来 趁 东 。 这 样 , 卫 点 的 无 限 小 的 位 移民 等 于 同 锚 性 中 心 
一 道 的 位 移 a 及 加 上 相对 惯性 中 心 鞠 一 无 限 小 角 dp 时 的 位 移 
apr][ 昂 (9,D)1: 


dr=dRt [dps], 
用 诬 行 这 一 位 移 氛 需 针 霄 由 除 皇 王 的 等 式 , 并 引信 速度 


(全 oR yy dp 号 
人 | ， 人， {31 ,1}) 
我 们 便 得 到 它们 之 峙 的 闫 区 
和 一 下 十 Ti ， (31 ,2) 


向 量 下 是 刚 和 栖 恒 福 中 心 的 这 度 , 时 做 蜀 体 的 平移 运动 可 度 。 
窗 最 全 叶 做 盎 体 亚 动 的 角 强 度 , 其 方向 fn ge 的 方 辐 一 样 ) 与 普 
动 贡 的 方向 相同 。 出 此 可 见 , 物 体 尾 意 一 点 的 速度 (相对 于 衣 焉 举 
标 系 ) 可 以 用 物体 的 年 移 迹 度 和 转动 角速度 来 走 示 。 

必须 着 重 指出 ,在 推导 候 式 (81, 允 时 , 华 标 原点 就 是 物体 的 懂 
性 中 心 这 个 特殊 人 性质 梁 有 用 到 。 以 后 当 我 个 计 算 运 动物 体 的 能 最 
村 将 认 明 这 样 选择 坐标 原点 的 优越 性 。 

开 在 假 雍 加 定 在 刚体 上 的 华 标 系 六 的 原点 我 们 不 选择 在 蛋 社 
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BR 0, 而 在 了 人 成 木 中 全 的 其 二 全。 ， 下 条 竺 原 成 OO i 六 移 束 
度 由 太 注 示 : 而 证 的 以 冯 前 速 订 朋 纪事 未 。 

渡 我 全 重新 来 再 随 体 拘 基 点 天天 及 县 承 它 相对 于 族 瞩 2 
约 间 和 代 。 腑 么 站 = 二 站, 术 有 凡 开 181, 池 有 得 

Do 二 
咏 一 - 方 梧 , 衬 妥 六 和 简 的 定义 , 计 当 有 = 二 [27I。 所 雇 我 
们 得 简 烤 葵 : 

V'=VilQal, QO=0, ,8) 

盐 订 第 二 个 等 或 很 重要 ， 我 全 在 车, 在 任 一 旦 到 ,国定 在 则 全 
上 上 隐 尝 标 对 的 起 弄 月 速度 完 休 二 坐标 深 匹 关 。 所 有 这 样 的 举 标 系 
在 同一 -时刻 税 消 下 刘 平 行 的 下 卢 纸 对 值 榈 届 的 可 度 如 畔 动 。 这 
各 局 关 使 我 们 清理 出 称 总 为 则 体 订 身 的 四 动 角 述 度 。 柄 于 移 的 
速度 狠 然 孙 其 各 这 种 :办 允 "性 里、 

时 人 3) 第 一 个 下 式 可 看 出 ,如 对 坐标 原点 0 作 某 其 各 择 后 
得 到 (在 该 有 时间) 相 上 生 商 ， 由 定 们 (良和 加 在 相对 任何 切 
能 原点 号 要 确定 时 也 下 相 和 王府 ，、 申 公式 (和 ,人 泪 出 ,这 作物 体 的 
一 址 质点 的 训 庆 和 部 乍 同一 平面 一 一 壬 站 于 各 的 平面 肉 。 基 长， 
总 齐 训 选 择 这 柱 的 原 束 GD, 它 的 速度 扩 等 于 替 , 这 样 网 体 人 
淡 时 到 ) 运 动 将 总 图 积 通 过 0' 由 的 轴 的 郑 粹 转动 。 这 贞 称 为 物体 
的 联 时 近 犁 忆 ， 

让 后 并 和 们 六 永 过 假定 涝 坐标 杀 沟 原点 选择 在 物 低 的 异 尾 中 
已 ;办 蛙 过 29 畏 蕊 通过 辽 个 中 心 ， 一般 地 萤 , 在 物体 运动 肝 ,， 们 的 
秀 允 管 以 及 对 形 间作 刘 向 称 在 变化 。 


让 全体 程 二 十 。 . 
在 让 和 和 们 不 碧 相 奈 浊 的 一 般 捕 于 下) 可 及 迁 后 格 标 脱 襄 ,使 玉生 开 和 
的 轮 潮 三 涝 总 山 的 王 各 之 总 会 


工 3 刚体 运动 [第 六 于 上 


8 32、 惯量 张 量 
为 字 计 算 了 天体 的 动能 ,我 们 把 刚体 看 碟 芬 立 的 质点 系 , 央 而 我 
租 写 


7- 了 2 


此 处 是 对 名 成 物体 的 一 切 贤 点 取 和 。 为 了 简化 公式 的 汐 写 , 这 里 
以 及 以 后 我 们 都 将 省 略 去 烙 这 些 导 点 短 号 的 指标 。 
将 (31, 轨 代入 此 式 ,我 们 便 得 到 


T=SFV+trD) = FEV IOrl + Dor 


出 条 各 点 的 迷 度 和 和 都 是 一 样 的 。 所 以 在 第 一 项 中 ， 三 可 
捧 中 求 和 的 配 号 ,而 区 m 是 物质 的 质量 ,我 们 用 pp 表示 、 对 第 二 项 
我 们 可 以 号 2 

TmV Or 5 mr OV OY rr 、 

由 由 可 兄 , 如 果 动 坐标 条 的 原点 照例 选 在 忆 性 中 必 , 那 么 这 第 二 项 
给 于 圭 ; 因为 这 时 卫 my 一 0。 最 后 , 在 第 三 项 中 展开 向 基 欠 的 竹 
方 , 糙 果 便 找到 


了 一 全 5 一 十 村 Tm{r (OF) (82,1) 


这 祥 , 删 体 的 动能 可 应 示 示 为 两 部 分 的 和 。 (32, 了 了 中 第 一 项 
为 车 动 动能 ,其 形式 和 全部 质量 都 集中 在 丑 性 中 心 时 的 形式 相同 。 ， 
第 二 项 是 以 角速度 身 绞 通 过 惯性 中 心 的 轴 的 炉 动 动能 。 必须 强 
油 指 出 .之 所 以 我 个 胡 把 动能 分 成 两 部 从 ,完全 由 于 我 从 和 将 四 定 在 
物 笨 上 的 坐标 原 虚 选择 在 惯性 中 心 上 的 炉 改 。 

把 转动 动能 改写 该 张 量 形式 , 即将 动能 通过 了, 如 的 分 量 由 


Th 和 司 量 强 量 391 


22 2 来 小 示 -我 全 有 
> {a Td rr} = = 


1 
pe 
了 ey mm {022 全 好 一 9 rr} 二 


-= A bo me {rm TOO— wi) 9 


玉昌 用 了 怕 和 党 式 虹 : 一 G06 其 中 人 Gi 为 单位 提 量 (的 妇 广 在 六 在 
时 等 于 工 在 2 时 锋 于 索 )。5 引 久 晓 基 


T= Dm {mo — tm) » | 
我 树 便 得 到 刚体 动能 的 最 后 表达 式 为 
到 一 二 说 Ts; 。 (92 ,9) 
从 532,3) 由 日 画 数 
r= 1 本 了 一 L324 


和 
心 的 三 个 举 标 计 , 了 ,ZZ 和 和 相对 于 静止 学 标 轴 和 确定 羯 坐标 畏 折 问 的 
二 个 角度 ， 
J 种 为 斩 休 的 葡 动 多量 强 量 ， 或 简称 为 惯量 雅 入 、 由 
定义 ,2.9 可 风 ， 攻 是 邓 称 的 , 印 
了 一 了 2 
为 了 请 锯 起 兄 , 翅 它 的 各 从 最 胃 姐 地 齐 店 下 发 : 
mt CE my — DD TR 
了 [ze mw Cmys 的 
me — Try Sm Ty) 


时 1 在 基 闪 中 用 学生 i 3 三 个 慎 前 绩 量 指标。 同时 着 想 者 应 
用 已 知 的 取得 规 央 ,， 控 此 规 期 求 届 [前 下 好 坟 星 了 ， 十 复 的 指标 (所 请 哑 措 太 :* 筑 浴 味 关 
对 + 2.3 二 个 傅 可 机 ,全 妊 出 了 一 册 下 ,= 在 和 一 -和 狂 芝 各 外 吧 指称 的 涝 :汪汪 
可 入 任意 改换 ' 只 是 不 “本 条 车 陈 中 下 活用 的 苇 他 张 是 摘 标 表示 注重 全 


I39 蹦 傣 运 动 [ 兹 汽 举 于 


从 最 了 i Toyy zs 有 时 次 为 相对 - [对 应 轴 的 转动 避 拓 。 
显然 ,证 到 皮 量 可 相 加 ,也 就 尼 视 一 个 物体 的 轴 动 偿 量 等 于 它 
的 备 部 分 炮 沥 异 量 的 各 。 | 
医 列 体 可 以 固 作 为 回 炳 体 : 肿 在 定 头 (32,2; 中 的 和 应 访 用 对 
斩 休 条 积 的 积分 来 代替 , 印 
I.=| piridn— zm) dF, (22,7) 


和 所 有 的 并 阶 对 称 缆 县 一 样 ,适当 地 选择 zg Ta dy 二 条 各 地 
方 加 , 罕 量 慑 量 可 化 成 对 角形 式 。 这 些 方向 称 为 乔 剖 主 鸯 ,而 机 江 


将 汉 量 分 量 的 值 称 为 溉 坊 动 包 盈 ， 并 用 了 1 了 = 了 小 示 ~ 3 当 了 和合 


二 1， ma aa 这 样 选择 时 , 贰 动 动能 的 表达 式 特别 箱 昔 : 
A "一 于 人， GT 2 ,87 


窗 蔬 说 明 , 主 笨 巧 眉 景 电 的 任 一 个 部 不 能 关于 其 余 一 个 的 和 。 
血 如 设 ， 
了 二 了 9 一 二 Tn T= 

三 个 主 转 动 导 量 互 不 相等 的 物体 时 做 不 油 称 陀螺 , 

各 果 两 个 主 畦 动 慎 量 相等 ， 荆 一 了 ,天 Ts， 剧 刚体 噶 燃 对 蘑 胞 
元、 在 这 种 情 光 下 , 企 圣 面 rw: 内 主 朝 方 谭 的 选择 是 任 若 的 。 

如 果 所 有 三 个 主 转动 民 量 都 相等 ， 妈 物 体 叫 做 球形 陀 曾 。 宕 


这 种 情 如 下, 三 个 惯 其 主轴 都 可 以 尾 间 选择 :可 到 任 汐 三 个 角 王 敢 “ 


志 的 栅 作 填 量 主 畏 。 
如 果 淹 体 具有 类 种 对 称 性 ,如 材 量 主 轴 的 寻找 就 强 容 易 得 多 。 
尼 然 , 讲 狂 中 心 的 似 置 和 慢 景 宇宙 的 方向 永 恋 具备 同 桩 的 对 称 往 。 
器 如 褒 , 如 果 移 体 县 有 对 称 丕 面 , 萍 么 异性 中 心 席 在 这 竹 面 
从。 两 个 惯 其 宇 坤 也 在 这 笠 表 内 , 而 第 三 个 旧 程 功 于 此 村 而 。 这 
种 情形 最 明显 的 例子 是 耸 布 在 一 个 璐 面 内 的 质点 体系 。 在 这 夭 储 
如 下 汪 个 主 晴 动 惯量 之 闭 存 在 着 简 香 的 关系 。 如 时 选取 体 标 的 玲 
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为 此 面 m22 潭 人 么 ,由 于 对 所 有 了 的 持 所 各 一 0， ， 我 全 有 
下 一 立信 了 一 了 zt Ls= Yn(mt+ i)}, 


内 此 
Ts=f + Ty ~ (32,107 
如 打 物 体 且 有 菜 服 的 对 称 轴 , 央 针 性 中 心 福 这 性 上 。 懂 性 主 
寺中 之 一 -和 宇 重合 , 而 另外 两 个 屠 直 了 于 它 。 这 时 车 轴 对 称 炎 数 大 
于 一 ,加 物体 为 对 称 陀 螺 。 事 实 上 上 ,每 一 个 { 址 而 于 对 称 轴 的 ; 主 畏 
本 以 许 转 一 个 不 芍 于 180° 的 角 ， 部 这 些 轴 的 选择 不 是 军 值 的 , 而 
只 有 在 对 称 陀 蛙 的 情况 下 站 可 能 。 
洛 铸 租 线 牙 布 的 燥 子 体系 是 一 特殊 种 况 。 若 选取 这 条 谋 线 作 
由 5， 那么 区 所 有 的 佬 点 加 一 5 一 0， 所 以 两 个 主 珀 动 剧 黄 和 等 ， 
而 第 二 个 等 于 臂 , 即 
T=D=3ma, B=0。 C32,11) 
这 样 的 体系 时 做 生子 。 欧 子 和 任 总 物体 的 一 般 久 况 不 同 的 特殊 钼 
寺 在 于 它 只 有 相应 于 如 轴 zi 和 os 转动 的 两 个 ( 面 不 是 三 个 ;转动 
让 出 上 度 . 证 站 区 线 站 喘 担 动 显 然 是 次 有 音义 的 ， 
最 后 , 蓄 作 一 点 关于 时 外 蛋 量 张 最 的 议 明 。 叱 等 我 个 是 相对 
避 演 量 中 心 为 原点 的 坐标 系统 来 定义 这 个 马 量 [ 莫 本 眉 式 (32,3 只 
有 在 这 稀 泪 头 下 站 有 效 ] , 但 为 了 计算 定 ， 有 时 预 先 计 入 相对 了 时 
一 个 点 O' 所 确定 的 类 亿 双 晤 


Tx = Sm wr — Pos) 


可 能 还 下 万 喝 此 , 如 果 距 离 O00' 由 向 量 各 扇 定 ， 畏 孝 了 种 
Zz 一 二 ti; 于 洲 虚 到 mT = ( 控 照 点 侣 的 害 久 ) ,我 调 扬 拷 潭 


To= {rT (ed — lo | {: dt 


按 此 公式 ,如 果 已 知 1, 怠 求 的 张 量 Te 就 很 容易 计算 了 。 


疙 


、 


184 出 休 运 动 [第 关 章 ] 
 “ 署 题 
1。 抠 分子 厢 人 必 粕 互 闻 距离 不 变 的 粒子 体系 , 就 决定 坟 下 所 种 带 况 中 分 ， 
子 的 主 炉 动 惯量 : 
【a 7 宙 分 布 在 - 直 加 下 的 原子 租 成 的 分 于 。 


， 和 的: hn: “hm 了 3 一 他 ， 


其 中 me 是 原 了 质量 ,io 是 原子 和 之 关 的 丰 离 ， 未 和 是 对 分 子 中 所 有 的 


原子 对 进行 (在 和 中 ,每 一 对 a; 了 之 值 只 出 现 一 次 )。 
对 二 天子 分 子 ， 这 和 粮 减 为 一 项 ， 我们 得 到 千 就 可 以 姥 出 的 竺 果 一 -再 
个 原子 的 折合 里 是 浅 它 科 之 陆 库 高 的 平方 ， 朋 


1 
一 


习 和 形状 演 尘 腰 - :角形 的 三 原子 分 子 ( 男 36) 。 
答 : 懒 性 中 心 看 三 角形 的 商 . 上 ,上 忆 底 相距 人 =mohyn 。 吝 动 悍 量 为 
= 一 人 = 02y fe= TT, 


雪 


_ 国 37. 
(8) 四 原子 的 分 于 ;原子 售 于 正三 楼 锥 的 各 顶点 ( 国 37) 。 
答 : 注 性 中 心 位 于 三 棱 欠 的 高 上 ,与 底 相 不 民 一 ms/ 。 赫 动 济 旧 为 


I = = es 加 + 六， = md 


当 mr 一 ms 时， 二 af 了 ， 我 们 得 到 一 个 四 面体 分 于 ,其 转动 慨 量 为 
=1 一 7s 二 10 
2. 站 过 名 体 的 让 生动 全 时 。 


学 


(a 碑 为 了 的 帮 榨 。 
答 := 一 训 ?J 一 0 ( 捧 的 粗 锈 忽 睹 不 :if) 。 
{i 人保 六 下 的 球 。 


等: a 了 一 太一 1 一 


(让 放 可 各 02oj rr), 
Ca 全盘 为 严 高 为 寺 的 阅 圭 。 
签 : 了 到 一 (e+) 下 一 号 四 
[CF] 


(cs 本 的 出 )。 
【和 证 Ty b, 必 轨 长 帮 休 ，。 


. 罗 : 六 一 人 6 ， 了 一 入 (2 二 2 ， fa 【证 下 和 
三 全职 站 297 2 平行 于 二 个 党 2] 。 - 交 


(4 下 为 高 开 为 放 侍 择 的 由 锥 硒 。 

解 ; 前 先 求 相 对 于 话 锥 夺 沪 原点 的 炳 { 陪 
3 和 的 号 最 fiy。 运算 在 柱 誉 标 中 很 容易 进行 ， 
天 葵 山 


| 
了 一 = = 司 攻 全 二 和 2 用 下 一 LR, 


住 前 的 去 党 措 则 ,重心 位 于 座 体 和 的 朝 直 ; 与 顶 
开 相 路 “二 呈 。 根 济公 或 133) 2 下 后 得 汉 


. . Fr 3 he 
T= 一 本 


了 总 = nl, 
(9) 证 精 为 a; pb < 的 三 轴 铂 疏 。 
解 ; 惯 祭 中 心 同 游 水 中 心 重合 , 伟 是 证 铝 同 本 水 的 由 看 合 。 举 标 变 扫 
=z 二 太 能 变 慷 于 去 面 的 三 摊 式 


2 2 一 。 
3 1 


为 吓 体 球 殿 面 方 程式 
章 寺 和 镁 十 让 == 工 


138 彻 体 治 劲 四 


我 仙 用 这 个 变 措 可 将 对 骨 球 的 体积 积分 化 为 对 球 的 体积 积分 。 
于 是 :我 嫩 得 和 到 相对 工 划 的 往 动 役 量 
Pa sD ar ay ds= 


pabe|{[ rmt ost) dt dn = abe HT Co) 


洪 中 匡 是 四 位 球 的 转动 惯 蓉 。 潜 只 到 椭 蒜 体积 竺 于 ie 最 各 便 得 到 之 
型 慢 基 . ， 


= To +6), J 


3， 试 确定 作 构 拔 动 的 物理 控 (在 重力 场 中 静止 水 平 辅 附近 摊 动 的 团体 ) 
区 频 哇 。 


解 : 识 了 是 从 证 手中 心 到 二 动 朝 的 距离 ,而 as， 5， 7 为 惯量 宇 翰 和 芋 疙 


黄 之 则 的 夹 角 。 信 恒 性 中 心 作 一 垂直 稳 到 壕 帆 上 , 招 这 特 访 与 侣 站 方向 所 成 
级 角 9 当 作 尘 标 变量 。 征 性 中 心 的 速 庶 是 了 ==19, 而 角速度 在 资 量 主 币 上 的 
捞 影 为 geosay Pe05 有 ,中 cos yo 当 认 为 角 9 很 小 时 :你 郁 证 以 性 成 


U=ng 人 一 CDS 他) 六 部 gg 所 ， 
所 以 拉 囊 期 日 a 


三 § roomat Taeosta tecn 如 一 >。 


向 此 对 于 白 荔 频 素 我 们 有 


a uo 
| nt3 二 1 Da 区 十 工 ea 六 于 了 os2 7” 


.4. 求 图 39 拟 变 示 的 体系 的 动能 ,0.4 


间 48 是 均 杀 的 其 为 工 的 多 村 ,入 接 在 4 

” 大 虚 井 可 以 沙 动 。 杜 04 (在 圈 耐 六) 绕 吕 贞 
Ra 而 标 45B 的 台 问 党 0 彬 灌 动 

; 杆 04 的 撒旦 中 心 ( 拯 于 下 二 的 中 

点] 1 球 /3， 苇 中 由 是 和 408, 所 


Le 


Wi a, pp i Eh er 


开 杆 04 的 动能 
0 人 
= 一 4 是 一 根 村 的 苇 量 ) 。 


和 人 计 明 涛 基 gt 


征 4 的 守 性 中 必 以 的 管 卡尔 理 标 : yd ong, 7 一 sin。 因为 此 
标的 畦 六 角 这 遮阳 等 于 和 所 以 它 的 动能 : 


i 


的 和 


信条 的 总 动 了 
= A 人 直入) 人 


(相手 习 蓝 罗 的 代入 1 67 

43、 斌 梁 市 平面 洪 助 过 硬性 4 党 三 广 思 光 动能 ， 加 竺 响 碟 雹 信和 和 的 侈 市 
使 书 量 丘 由 之 一 平行 于 圆柱 的 朝 ， 并 与 轴 相 吝 
a 由 这个 士 灿 的 粒 动 半 晤 六 广 

解 : 内 加 此 的 重心 到 加寿 相 多 一带 葬 ， 合 
重 雍 睛 蛇 直 芒 之 间 多 区 六 9 ( 圈 40)。 加 柱 的 
运 带 在 每 一 个 时 剂 部 可 以 看 成 是 郝 醋 时 井 的 
趣 粒 簿 动 ,路 时 轩 已 国生 同 凑 止 玫 面 的 接 航 欠 


是 系 会 的， 证 人 个 请 天 的: 闸 速 度 是 5 FF ( 转 机 - 划 性 oo 人 8 六 生 直 二 站 eh 
人行 耿 次 粮 动 角速度 租 等 )。 众 往 中 心 与 瞩 时 埔 pr 

相让 二 侣 一 2a8 cw Py 所 以 它 的 速度 征 于 一 2/ 42 地 J 一 2alicong 。 肿 
动能 


天 = 与 {a3 RI aR ons gl 34 六 起 。 


和 喜 求 波 和 营 到 简 :生生 为 £) 
内 下 面 渡 惑 的 均匀 圆柱 ( 作 径 为 0) 
入 动能 ‘图 六 )。 

解 ; 栅 $ 为 两 圆柱 庆 心 战 和 琵 
筷 线 间 的 变 角 。 读 动 阅 柱 的 异性 中 


pp 心 丰 入 上 ,其 速度 是 Vp(B 一 a)。 
网 好 . 硬 在 来 计算 亡 棋 咀 寺 抽 反 宰相 魂 的 
谣 束 度 ; 瞬 时间 刁 两 始 村 失控 触 简 是 系 合 的 。 这 人 角 速 放 等 于 
ct 人 


本 虹 7 是 相对 六 图 柱 阐 的 茜 动 担 旱 , 襄 妈 


中 t ,7 - 1 i Le | 3 上 
+ 一 A 了 一 下 Ch 


IT 、 栅 辛 和 运 瘟 [第 态 章 1 
Ef 取 和 第 > 题 ， CB) js | : 

7- 坏 求 在 平面 上 沪 动 的 均匀 图 锥 体 的 动 衣 。 

- 解 : 以 3 委 示 辐 角 体 与 手 协 按 亨 钉 间 这 一 平面 的 某 一 不 本 厂 高 之 间 礁 
次 鱼 (图 43) 。 丑 性 中 心 在 图 维 册 上 ,其 速 麻 为 下 -aeosd8 其 中 24 是 圈 儿 


网 起. 
项 点 的 张 角 ， 而 # 是 措 桂 中 心 到 凌 点 的 中 识 。 我 们 来 守 算 梢 瞬时 精 04 的 廊 - 
楼 动 的 角球 陈 : 


了- 
号 = 一 上 er 
WL BT0 


生生 主 辆 之 一 (mm 畏 ) 与 较 继 畏 相 重合 , 另 - “个 (za 博 ) 淮 相 于 而 锥 辐 及 税 04， 
芒 样 , 辣 量 侣 (平行 于 04) 在 借 鞭 和 主 辆 二 的 按 影 是 Qsin wy 0 9 cosa。 苦果 . 
找到 所 要 求 的 动能 

fy eostm Ei Bin 


| 
T 一 -4 一. ci a COs rp LE5 OOS mw) 
之 2 Fn 


[是 网 锥 之 黄 ， i ma 取 自 题 2) (区 ]。 

z 8. 求 均匀 则 锥 的 动能 , 它 

.的 度 六 平面 流动 , 缸 项 点 与 玫 而 

的 中 高 隶 等 于 底 的 华 径 ( 国 而 

几 维 的 埋 平 行 于 平面 ) 。 
解 : 疫 角 问 芒 笠 面 上 答 宏 的 

方向 同 辆 锯 捕 在 平面 .1: 的 找 影 之 

霄 的 夹 角 : 图 43) 。 这样 ， 慢性 中 

:加 经 ， 心 的 速度 五 = 码 {符号 同 题 7) 。 

胜 时 竹下 引 的 隘 甸 与 下面 的 团 点 的 鹿 锥 地 色 24 各 性 中 心 与 此 轴 相 距 

号 Bi A 


LY 凤 扩 的 冲 旱 二 3 唱 


LE 
- sing Mna" 
癌 昌 人 吕 让 从 量 让 输 于 的 授 影 ( 议 捍 二 :2 这 直 于 区 G4 及 辆 纵 财 D) : 5 nna=， 
但， 虽 上 - :8 [入 所 以 ,到 诅 
1 


"3 i _ 34 .. 
三 一 -82 i .二 一 -号 
十 .…， 十 一 0: a ip d en - "je 


)， 均 届 交 一 :术科 于 神 自 己 的 一 个 家 8B, 图 440 旋 坊 ; 灶 且 这 个 轴 本 身 
父 镁 了 已 防 轩 井 道 过 精 球 中 心 的 CD 方 遍 加 动 。 斌 求 糊 球 的 动能 ， 
解 : 以 5 发 缠 业 CD 的 粮 角 ,而 0 为 楼 辅 4B 的 转角 (02 与 得 点 于 4 
的 蕊 奸 其 之 醒 的 夹 蔚 ) 。 这 酝 ， 马 在 慌 量 翰 上 的 投影 为 
各 eg 有 自问 全 
: 赤 2a .二 8 重合 } 。 朗 天 与 粮 球 中 心 相 合 的 入 性 中 心 不 动 ;所 以 动 让 


一 1 Cf ras rd, nn p64 Tp 


手 六 . 图 此 ， 
2， 间 前 题 , 恨 址 朝 4 上 是 箭 猎 的， 而 楷 球 得 对 于 这 个 贴 是 料 称 胸 ! 赔 


45)。 
解 : 全 在 4 了 轴 及 在 其 人 两 条 与 4B 恒 过 的 惯量 主机 C 它 位 可 内 任意 选 “ 
摆 ) 上 的 投影 为 


dS Geos py eonsg nin gy FE sn go 


击 能 4 人 tO a 3 {+i sin ma, 


$33. 刚体 的 冲 量 短 
我 位 知 泛 , 一 个 体 沉 的 冲 生得 的 天 小 榴 定 闭 蝇 秘 记 相对 的 


YA0 和 约 运 动 i 


点 的 选择 有 关 。 在 刚体 力学 中 ， 莹 合 浊 的 是 招 这 一 点 先 在 运动 兴 
标 系 的 原点 ,和 印 物体 的 岳 株 中 日 必 、 尽 后 我 们 用 用 下 示 这 样 决定 的 
部长 类。 + 
接 照 妈 式 《9, 6) ; 当 把 坐标 原点 渴 在 物 惊 的 慎 性 中 心 时 , 它 的 。 
短 好 就 和 只 与 物体 省 点 相对 十 得 性 中心 的 运动 有 关 的 “ 略 有 短 ” 
相同。 换 句 话 哆 ,在 定义 醒 = mtrV] 中 ,应 该 以 [@Qm] 氏 2 
Me= Smfr TD] = Em rr ~ 
或 用 咕 量 来 小 东 : 
Mi= Pm{ re. 一 Tb = A Sm{rtdy — sar} 
最 后 , 专 虑 到 倾 量 帮 是 的 完 义 (32,9) ,最 后 得 到 
MM;= o (‘38,1) 
如 果 zi 和 如 三 条 贡 沿 着 物体 的 慌 量 主 相 , 著 乞 这 个 公式 就 
其 出 
Mi= 0, Ha= TD MH, = 1,Qy (38,2) 
在 球形 陀螺 的 特殊 鱼 部 下, 所 有 注 个 主 转 动情 量 属 相同 ,我 个 
有 
有 一 了 (23.,3} 
部 甜 岛 量 与 角 泪 唐 向 量 成 比例 ,因而 与 角速度 有 相 疝 的 方向 。 
在 任意 够 体 的 一 般 备 驶 下 ,一 般 渡 来 ,向 景 形 与 六 的 方面 不 - 
同 , 只 有 当 物 体 绕 某 一 展 基 主轴 运动 时 ， 酌 与 介 于 有 入 疝 的 太 
向 . . 
现在 来 小 不 受 任何 外 力作 用 的 基体 的 自 贞 运动。 我 何 将 排 开 
不 引起 兴趣 的 等 速 下 动因 而 所 考察 的 只 是 输 体 的 自由 旋转 。 
与 所 有 的 封 浅 系 六 一 样 ,自由 旋 理 物体 的 冲服 短 是 一 个 常 最。 
对 于 球形 陀螺 , 条 件 型 = 常数。 简化 为 如 = 常数。 这 就 是 悦 ; 粮 
辕 定 轴 的 等 汪 瑟 汉 不 过 是 球形 陀 嘿 的 一 般 精 况 ， ， 
转 于 的 司 天 同样 简 审 。 这 里 出 是 型 -7 而 且 向 是 号 还 委 
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站 卫 罚 了 的 季 。 所 以 转 六 的 习 出 用 本 是 8 一 个 平面 . 电 科 下 在于 此 
生男 的 万 向 苹 动 。 性 a 


变 决 定夺 全 织 的 对 称 伐 蜡 i A 

多 归 由 加 淄 ; 证 下 算 条 但 定 维 一 一 1 

是 果 钟 的 . i ! 和 
利用 主 轩 们 ,2 王 站 寺院 0 

蜂 对 称 示 22) 选择 的 生意 性 ,我 

和 时 村 取 困 属 弄 志 汗 由 党 向 让 人 、 


则 和 畏 如 的 瞬时 位 加 所 让 定 
的 下 租 。 这 由 = 一 0 而 从 公 
式 1032 2 可 知 2 并 等 于 0。 
这 就 是 说 ,向 程 王 , 只, 同 响 由 四 哇 
的 情 革 全 时 乌 乔 在 同一 -村 面 全 ( 略 0}。 由 下 闻 桩 可 得 出息 论 : 陀 
虹 生 .一 园 操 的 过 度 几 二 [和 2P] 在 伍 个 时 列 剖 扯 在 于 .上 上 壕 书 面 , 换 
各 活 兴 ,了 花 蝇 的 轴 等 束 地 ( 见 下 面 ; 圈 方向 本 旋转 ， 纵 出 一 个 贺 午 
(的 正规 进 动 1。 注 动 的 网 村, 陛 螺 本 壬 还 炒 各 已 沟 册 等 
沁 诈 畏 。 
这 两 害 锋 动 的 角速度 水 允 月 也 知 的 重合 天 的 大 小 下 故 忠 如 
师 对 三 方 各 的 伪 角 9 来 吉 东 .陀螺 身 辕 的 角 迷 度 等 于 向 世 介 在 


星 轴 上 上 的 投影 25， 即 
本 _ 名 2 ， 
-一 : - ， i a 二 ,| 


放 了 认定 三 济 过 度 号 详 按照 于 行 困 边 形 的 法 舞 拒 向 一 如 分 
解 为 语 zt 和 和 弄 的 两 个 分 鳃 第 -个 分 划 不 能 合共 曙 的 井 全 性 
全 移动 , 网 下 说 二 个 避 和 车 出 要 求 的 进 涡 角 过 记 ， 由 图 好 可 知 ， 
sin # j= 人 21, 六 由 于 Qi; 一 入 了 一 并 sin 9. 卫 ,于 是 我 们 得 淹 
新 


人 = 
inp ,7 
4 


34 同体 运动 方程 
由 二 则 体 在 一 般 情 况 下 有 关 个 自由 讼 ， 因 此 在 ~- 悉 的 运 项 诅 
程 钥 中 诺 包 合 六 个 独立 方程 ， 我 们 可 把 它们 写 磁 确定 刚体 的 溃 申 
和 种 量 生 两 向 量 对 时 间 的 徽 商 的 方 琶 式 。 
把 条 成 员 怀 的 每 个 质点 的 开 释 由 = 了 (0 征 洗 量 , 天 了 是 作用 
座 质 上 民 上 的 力 ) 绷 轴 训 可 条 到 这 此 万 程式 中 的 第 一 个 引信 则 体 拘 


总 证 量 ~ 
有 一 了 p=uF 
和 必用 子 涩 上 的 总 力 区 下 = 下 ,我 倍 得 到 
dp Cr 
a ~“, 人 


吕 热 我 们 把 厂 定义 为 所 有 作用 在 等 一 -粒子 上 的 方才 的 总 和 ， 
茹 中 亦 包 括 导 点 加 的 相互 作 田 力 , 但 灾 际 上 名 含 在 请 生 的 只 有 从 
放 源 方面 紊 的 作用 力 。 所 有 效 体 本 身 的 粮 子 癌 炸 互 作用 力 专科 拭 
消 , 事 实 上 , 当 和 外力 不 存在 时 , 作为 封 阴 又 航 的 央 体 的 冲 嫩 永 该 守 
恒 , 印 应 当 有 玉 一 0。 

各 果品 且 刚体 在 外 声 中 的 他 能 ,出力 于 可 由 位 稻 对 于 刚体 法 
性 中 心 举 标的 微 商 来 确定 : 
四 F=- 一 -党 。 (34,9) 
事实 上 ， 当 刚 体 乍 移 3R 时 ， 它 上 上 而 每 一 点 的 向 年 * 也 政变 这 么 
多 , 困 此 位 能 的 改变 

BU = VOU gr 8RY 2 一 RS 


oar 
出 于 这 个 原因 庶 恋 指出 ， 方程 (34, 也 可 入 为 和 于 于 导 失 
中 心 华 标的 控 格 得 日 方 程 ” 
dd eoL orL 


dd av ek 


3 出 江汉 吉 太宰 | i234 


| | 日 辣 数 (32， 4) 扒 出 ,对 于 : 扩 洛 明 | Hl 1 名 数 (32, 4 


aoL a Br 
好 一 -eh sp dR Ee. 


讽 在 我 们 来 推导 第 一 个 运动 让 算式 :区 诡 定 泣 生 短 入 对 于 时 
二 六 商 。 为 了 简 北 推 芝 , 玉 泽 有 正 习惯 性 的 ) 计算 东 绩 ,使 闻 话 
的 名 竹中 忆 相对 于 它 定 总 时 剂 语 人 下, 是 比较 方便 的 。 起 据 俩 利 巾 
相对 性 感 更 ,这样 求 得 的 运动 方舟 式 在 任何 基 的 慎 罕 条 狂 中 也 部 
蜡 正 消 的 ， 

我 乌有 和 


太一 全 Srrpl = pi Srp], 


于 于 溅 消 对 在 全 直角 所 从 的 建 课 :地 本: 芋 中 中 二 0 在 法 时 济 利 
深 床 ?= 和 棚 等 。 巴 乓 前 匡 和 到 一 ?的 方 关 一 到 : 屠 么 [到 ] = 
一 人， 语 把 时 换 成 万 六 最 入 可 符 


dM ，- a 
人。 一 我 ， 人 
趟 . 呈 
R= Yr 1, ' (3 二 


向 晤 [Fr 时 例 闻 的 方 算 , 医 而 相 录 所 有 作用 于 则 体 上 的 力 

生 ! 的 和 。 就 像 冲力 下 一 种 ,在 和 (34 引申 袜 际 上 上 闷 需 恒基 虑 外 力 ; 
稚 思 证 及 年 定 王 定律 , 海 芳和 体系 前 部 的 作用 力 甜 之 利 旗 当 汶 澡 ， 

一 般 谣 末 , 力 知 机 部 量 类 一 样 , 流 乱 于 坐标 蛛 战 ( 力 征 钵 对 全 
这 起 汶 俏 定 ) 的 殉 择 。 在 (34,3) ,34,4 中 力 还 是 相对 于 湖 体 之 谍 
Et “而 确定 的 ， 全 

当 把 旦 标 原点 移动 距 遍 2 呵 - 吉 体 描 点 的 新 扣 近 9 和 和 向 多 
的 信息 站 二 十。 所 以 

R= ] = fliaf! 


或 
RK=R' fg], (34 ,A)} 


了 . - 于 书评 :A [入 六 半 1 


一 一 一 一 一 一- 一 一 '- - 


上 让 此 可 晃 ， 如 果 总 力 巨 - 0 1:: 这 时 我 们 说: 力 偶 ， :作用 于 刚体 上 ), 壮 
未 力 短 的 大 小 将 不 依 颗 于 坐标 原点 的 腕 择 。 
方程 (34, 六 可 清 作 横 对 于 转动 坐标 的 过 格 曾 日 方 改 


i aL -0L 
a od Bp 
事实 上 ,对 向 量 机 的 分 量 糯 微分 拉 烙 裔 日 西数 ,我 们 得 到 
日 于 


De 一 到 
当 刚 体 恩 一 个 无 穷 小 角 op 时 ,位 能 的 改变 等 于 
8 一 -Yir 一 一 人 [se 人 = 一 8 了 tr- 一 区 89， 
下 中- 


和 . 
| a 
. . KE-= -go (20) 
. * 2 ou 
因而 Bp Ep 可。 


假定 向 量 玉 和 及 所 相生 举 。 在 这 种 情况 下 总 可 找到 这 样 的 向 蕊 
zs 使 得 在 公式 (384, 国 中 而, 变 驱 雾 , 于 是 
KE fel, 1 7 

同时 & 的 选择 不 是 电 什 的 : 慎 加 不行 于 志 的 尾 意向 彼 , 等 式 (34,7) 
并 不 改变 , 因 时 ,条 件 玉 一 0 在 动 学 标 系 丢 中 类 出 的 不 是 一 个 确定 
定点 ,而 只 是 一 条 确定 的 歇 焰 。 册 此 可 晃 , 当 下]LF 时 ,所 有 附加 
于 其 上 的 力 的 作用 可 归 精 为 治 某 一 确定 走 黎 作用 的 一 个 力 下、 

值得 注意 的 是 , 汐 与 力 汤 的 情况 就 是 吉隆 , 在 均匀 力 境 中 , 作 
逢 在 视点 上 的 力 有 于 =e 吾 的 形式 ,其 中 吾 是 措 述 场 的 特性 的 不 变 
向 量 , 耐量 。 确定 质点 相对 于 访 场 的 转 性 中 。 在 这 和 情况 下 我 们 
有 . 

@ 例如 :在 均匀 电 湛 中 ,十 是 电 吕 水 度 ,而 < 是 粒子 的 电 闹 ;站 均 匀 语 力 担 中 , 瑟 
基 重 力 可 如 庶 gg, 而 "是 粒 平 贰 明 污 。 


‘Fe -EXe. Ke Ser. 起 1, 


假定 计生 个 和 各 卫 人 由 公式 


隧 和 证 、 这 和 且 ,居于 疙 力 姓 下 全 得 私下 画 箔 四 的 表达 式 

AR ro 。 9- 
再 此 汀 蚌 . 刚 林 全 的 写 泥 中 运 贡 时, 场 的 影响 旭 精 为 一 个 阶 怕 ” 
于 问 径 为 竹 , 全 的 点 二 的 广 上 的 作用 。 蓄 点 的 入 置 完 侈 由 隐 体 
本 二 的 性 锅 洪 定 , 如 在 重力 所 趾 筷 关 忧 的 局 性 中 心 重 合 。 


$ 35. 欧 勒 角 

前 面 尼 区 指 岂 , 为 了 食 汉 加 体 沟 运 动 可 应 利用 家 的 异 往 中 心 
的 二 个 坐标 和 相对 于 礁 止 候 标 深 证 了 ZB 乓 候 运 瑞 华 标 杂 的 情 加 ， 
zo 2 的 描 刘 的 二 个 角 。 所 齐 欧 勒 甬 用 作 这 三 个 骨节 党 是 入 汶 仇 
的 。 

由 于 现在 我 们 队 关心 举 标 韩 疾 的 夹 衣 ， 因此 各 全 两 个 从 款 
原点 选 在 一 个 点 .上 (本 47)。 运 动 不 面 wzs 与 不 动 平面 了 广安 二 
司 称 为 节 嫌 的 一 条 直线 上 (图 47 市 的 NY， 本 7 
受 王 证 于 辆 x 和 倍 选择 写生 正方 人 和 [2 的 方 
癌 < 相 中 2 zs 是 加 ZZ 和 zs 方向 上 的 尝 位 向 其 z 

作为 硝 定 由 1, ray ts 格 对 于 辆 六， 上) 必 的 位 置 的 角 我 们 和 
用 下 刀 三 个 条 : 琐 民 与 轴 和 之 扫 的 炎 角 8, 轴 革 与 轴 广 之 弄 的 
夹 人 入 多 策 训 本 轴 吉 之 有 间 的 夹 骨 灿 、 人 和 也 分 旺 福 哲 蝶 施 靶 
出所 确 兴 的 缮 册 各 和 由 必 方 间 干 闲 计 从 ， 名 8 本事 从 活 到 区 的 
一 切 数 位 ， ， 测 乔 9 利 由 可取 从 0 汉 2= 的 一 斌 数值 呈 。 


一 -一 一 一 :一 -- - -一 - -一 一 一 一 -- 一 一 一 


0 衣 讼 可 5 一 苍蝇 晤 吉方 协 加 对 精 下 ,二 各 的 极 角 有 和 | 方位 角 。 同村 
和 六 一 冰 寻 生生 学 考 光 可 对 和、 Tas 芝 要 入 肖 站 他 使 到 


开具 关 章 ] 


硒 此 . 

温 在 通过 欧 勒 角 和 它们 的 徽 商 来 表达 角 沁 度 问 是 如 在 动 抽 
2 上 的 分量 。 为 由 ,必用 把 衣 速度 bp 山 投射 到 这 些 吉 
二 来 ， 航 这 度 日 沿 闭 后 六 ON 的 方向 ， 因而 世 在 四 mr， ay mr 下 的 

.分 时 为 


=0 eo08 由 ，0,= 一 有 sin wb, =0, 
角 壕 炭 7 沿 洲 轴 攻 的 方向 ， 它 在 帆 加 上 的 投影 答 于 Fs 一 8 008 0， 
而 在 绊 面 mo 上 的 投影 等 于 gsin 0 。 把 后 一个 投影 分 解 为 沿 埋 
你 和 轴 a 的 分 量 可 得 : 
pi=9 sin 8 sin 四 0 一 =0 sin # tos 贡 。 
最 车 ,组 可 度 汕 沿 轴 和 % 的 方向 。 
集合 所 有 这 些 设备 个 辆 的 分 晤 ， 我 合 得 到 
Qi 9 ain Onin cog 中， 
a =p sin 0 co0s 由 一 -sin 中 (36,1) 
和 ;一 了 P CO 日 十 中。 
加 果 选 择机 后, 9, 必 沿 着 刚体 惯 节 二 四 ,那么 将 (35, 了 代入 


EE 5 区 各 前 3 


92 而 殊 们 就 得 到 有 :区 和 靳 外 来 站 示 的 福 动 动能 。 
本 这 人 共有 和 太一 Jo 关 79) ， 类 租 罕 的 运算 后 深 搓 各 


人 2 Co ins 4 + 党 [op cog O04 DY 0 
所 出 用 计 称 陀 崇 民 广 泪 :四 ly 2 选择 的 任 三民 < 人 二 
式 王 可 所 向 入 二 街 玛 ， 好 : 瑟 证 为 季 二 加 QAN 粗 合 1 好 于 = 0， 
革 示 对 得 汉 度 他 信 我 们 有 锌 单 的 航 示 式 

QO Dep sing, f=@ e096+y, 人 


作为 天 用 葡 巷 月 的 一 个 重音 例子 ,我 们 用 证 来 决定 我 箭 己 巡 。 


知道 的 可 称 隆 鲁 的 月 由 坦 动 。 

并 男 选择 静 科 坐标 孙 的 如 埋 在 陛 寻 的 恒定 甜 用 的 为 疝 ， 运 
黄 测 奈 芝 鸭 畏 雍 的 方向 沿 陀 归 有 欣 畏 ,而 轴 扩 在 葵 证 时 基本 谍 后 告 
埋 术 会。 计时 借助 公式 名 5,3) ,我 们 求 得 钼 的 节 登 

和 一 TD sin， 
有 DT e080 py), 
另 … 万 证 ;所 热机 ra 池 和 经 ;每 许 : 开山 艺 ， 下 以 我 们 在 
肝 -人 用 Sn Ws BH ons 
久光 入 习 示 式 良 等 可 得 下 麟 方程 : 
=0, Tp= WR, Ts! COs + = NM eos!, TE 

俯 一 个 方程 葵 寺 9= 往 数 , 国 陀 细 费 对 莉 帮 向 的 粘 垢 不 变 . 
第 -个 方程 叹 定 [01833, 加 聊 合 ]} 进 动 角 速度 gp 一 型 : 厂 : 最 后 . 策 
汉人 全 方程 硝 定 陀 时 中 畦 其 速度 02; 一 村 008 6;1Ts。 


上 加 是 
， 试 积分 下 端点 不 到 之 章 陛 如 运动 的 间 题 {其 49)。 
租 ; 把 运动 华 标 系 各 裔 止 誉 标 采 后 其 辣 原 点 这 在 陀 疙 的 秆 部 点 个 于 ;而 
司 烛 党 帮 证 方 同 ! 较 43) 。 在 量力 总 中 中 嵌 的 拉 格 央 晶 两 数 


卉 


了 和 ， 册 [ 伍 这 动 [有 


。 I ， ， 
工 一 如 [3 十 于 2Sim3 全 + 于 Gt Coa 2 um eosp 


《总 仿 晖 质 景 ;了 是 从 侍 往 中 心 到 下 端点 约 阳 次) ， 


加 4 

和 了 是 循环 举 标 。 所 以 有 两 个 运动 积分 : 
w= 全 6080) 一 党 入 二,， (C1) 
ee ”ensg 一 常数 三 苹 。， (2) 


这 里 我 们 采用 了 符号 五 二 人 3 十 M3( 量 Pr 与 Dy 是 相对 人 已 所 确定 的 四 动 价 司 
分 强 首 轴 2 与 轴 号 下 之 分 量 ) 。 吡 炸 , 还 有 衣 午 


E33 (2+g3sin20) + 全 es) Fug eosg (37 
守 西 。 z 
要 ) 积 C9) 可 来 得 ， 
消 = 嘱 he (5) 


借助 于 这 些 等 式 从 3) i 中 秦 去 9 与 # 我 们 代 得 天 ， 


E'=— 取 1 G2 tog (9) EE 


这 里 沁 用 了 符 母 


崭 


[和 [| 44 


有 A 


EN 一 本 一 0 
了 ;一 0 1 | 
Cop (0) = 9 6 
下 下 网 各 :半分 亮 基 可 得 
也 
-| 【了 
元 CE Veop td 
1 


(这 洲 暗 积分)。 上 世 次 们 和 六 本 全 有 暴 汪 认证 下 入 可 分 撒 碟 的 8 
后 式 ! 数 ， 

在 这 二 下角 站 的 变相 ED 第 
3 在 90 及 0 站 相向 二 ,年 丰 这 击 个 衣 之 并 志 经 过 :一 基 小 
人 条 ， 因 此 ) 汪 程式 二 人 yp 2) ， 有 了 4 个 和 和 夺取 店 方 向 公 角 
5 

6 机 生 乔 员 收 灾 赴 人 池 ; 避 着 让 下 .一 于 ,cm 了 看 
巡 全 省 因 才 下 必 不 或 变 符 甘 。 在 第 二 和 情况 下 ; 陀螺 珊 训 丑 家 方 册 人 举 册 地 壕 
,下 芭 动 ( 拆 织 阐 动 ) 因 入 是 吉 入 在 1! 论 浊 个 动 点 为 中 
区 四 这 ) 。 站 汶 一 误 霸 攻 下 个 异同 生 进 动 目 向 相 度 ;所 

时 描 桥 圭 ( 演 多 剖 : : 国 4667。 这 厨 ; 却 果 2 DD 
总 eh 耕 - pe 机 cos 的 震 点 芋 合 ; 划 在 相应 的 异国 王 和 ? 问 
有 人 了 以 陀螺 翰 摘 画 此 局 轩 得 ，# 所 未 的 坝 迹 - . 


A 下 mm 


6 AU 
。 MLC 各 
可/ Ep | 


图 “4， 
" 1 让 上 如 了 它 浊 楼 壁 酝 轴 稳 定 让 译本 中 {条 识 : 放 : 由 
和 “= 叶 , 英 从 和 | 朝 志 相合 ， 于 是 竺 ; 二 于 sy 所。 如 时 = 对 
记 用 数 谨 pg 引 的 景 小 值 , 那 未 炮 这 个 精 的 转动 区 古 磁 定 的 。:8 很 小 时 


nn 


Bb] 


150 内 体 运动 于 六 吉 ] 


一 --  ------ - --- 一 一 一 一 一 一 


我 们 有 


| mr sgl) 
天 大 外 2 
39 中 (于 2 


由 此 求 得 条 他 393 > 47ang1 或 


7 rat 
> 


3， 当 了 迪 螺 的 自 畦 动能 压 它 在 重力 更 电 的 能 县 大 很 多 时 (部 所 绷 人 速 陀 


蝶 ), 坊 确定 它 的 运动 。 
解 : 在 - 族 近 似 吊 ;如果 和 忽略 重力 场 , 兰 末 陀 虞 轴 将 缮 返 柱 的 方 光 自 由 
进 动 (在 现在 这 种 情 沈 下 对 这 着 陀 曲 的 蓉 动 }; 椒 块 (83,5) 章 动 角速度 
Rw Qa : 1) 
' T 
在 更 高 狗 的 近似 中 , 出 现 短 Mi 楼 
察 直 方向 净 谣 地 进 动 ( 圈 50; 。 为 了 决 
定 这 进 动 的 速度 我 们 在 一 个 这 动 周期 
内 来 平均 准确 的 运动 方程 (34,3) 
an 


me 


作用 在 陀 媒 上 的 重力 的 答 每 于 -下 = 

三 度 fnogj]y 潜 中 ne; 是 在 陀 虹 加 方 向 上 

的 需 亿 向量。 出 于 对 称 性 的 考 邢 , 很 时 
5 、 然 , 按 “ 吝 动 区 挫 ” 来 平 臣 区 的 结果 不 
过 着用 同 草 zs 在 歼 耕 向 的 授 影 eos mr M/W 来 代 苦 向 车 m3 性 其 了 和 陀螺 
坦 之 且 的 严 角 ) 。 牙 样 一 六 ,我 们 便 得 到 方程 


2 一 -ea a 让 LM]。 
下 雪 示 向 量 夺 炎 9 的 方向 (又 查 右 向 ) 进 去， 其 平均 角 带 并 
闻 osa .2 
TIp™ . = |! 


( 较 Qusz 小 很 和 多》 。 

在 我 们 研究 的 近 仆 计算 忠 ， 包含 在 公式 (1) 和 (2 ) 中 的 量 开 和 eta 起 
当量 ,虽然 严格 地 纺 他 全 并 不 是 运动 积分 ) 。 他 们 间 严 格 的 等 已 量 到 和 对 * 可 
专用 下 面 的 关系 式 底 系 (具有 网 样 的 准确 度 ) : 


型 3 一 是 eo8 ty 


全 


E 333, 广 节 交 EM 了 5 


一 .一 一 一 一 一 一 一 --. 一 -一 . . a .一 一 -一 "。…--…--- - 


中 
§ 36、 欧 勒 方程 


在 和 34 中 所 写 的 运 惑 三 程 是 相对 于 羡 止 笃 标 深 鬼 ， 这 上 体 纲 
古方 程 134 ,四 和 上 和 4, 分 中 的 徽 南 2Piat 和 dd 于 万 扰 料 对 于 这 
一 有 系 欧 辣 重耳 各 六 的 改变 。 提 是， 其 四 说 著 广 黄 : 网 万 疝 的 运 
区 坐标 系 中 ,加 体 的 轩 动 算 碟 的 分 再 癌 角速度 的 分 也 之 天 有 车 最 
条 加 的 关 夭 ， 为 了 条 用 这 一 最 简 罗 的 基业 “ 须 预 先 抬 流 吉 方 程 帮 
以 胸 变 ,全 明王 运 玛 代 和 标 oa ay 和。 

个 葬 坚 - 疝 且 或 三 和 对 干 姜 下 举 堆 下 的 改变 速 庶 Bud 
淮河 最 及 相对 于 验 一 坐 标 季 不 收 变 , 那么 它 相 对 于 藤 目 侍 标 系 的 
欧 变 误 范 向 投 出 输 到 所 引起 的 ,因而 


dd 
.A 


[ 记 半 9: 在 39 中 已 指 由 ;这 程 的 公式 就 像 ( 人 9, 3 0 凡 … 样 , 允 任 
他 向 芭 部 是 正确 的 ] 。 在 一 般 的 情 光 下 ,从 式 的 寿 油 还 应 村 充 -… 项 
向 长 有 4 相 对 于 运动 下 标 系 的 改变 速度 ,把 沈 一 洼 度 表示 叹 玫 用: 
时 ,我 们 得 到 


和 oh (36.1) 
sp ,opp a on 136, 21 


饥 炙 这 里 对 时 半 有 的 微分 是 在 运动 坐 全 丰年 : 师 迄 汉人 赔 名 可 以 
在 接 物 方 扣 绒 影 到 这 至 租 各 个 加 上， 与 


( 室 - 1 加 05 oe Hs 。-。 
Qt /1 | at 1 di 


Em 中 工 ， 和 i 9 是 指 芷 所 B11 Te 人 有 证 登 他 这 村 在 尊 一 个 再 


加 


1 _ 岂 何 赤 汉 > ; 温 ] 


和 革 中 把 已 换 的 uP 从 全 得 说 
A i fae = Pi, 


of FO O17, )= Fa 6 


(SE Qa )= Fso 


个 定 我 便 选 择 策 站 2 治 愤 晶 主 困 的 方 期， 那么 在 (36， 2 抱 第 
一 个 方程 中 我 们 可 所 出 Ei LE 凑 和 冤 ， 因 而 得 济 


。 1 2 tt I Tao 一 下 
.5 二 人 一 六 2， (30, 4) 


Ts + Ta) D0 Ks, 


方程 36, 生 ) 咖 扣 方程 
在 月 自 塌 敬 的 情况 下 县 一 0， 本 是 欧 勒 方程 取 如 下 形式 : 


一 十 二 Ou 一 - 心 ， :中 本 7) 


作为 一 个 例子 ,; 纱 们 把 这 些 方程 应 计 王 过 去 我 知 碍 突进 的 对 
称 陀 螺 的 下 由 转动 。 蛙 珊 五 = 五 ， 则 从 第 三 仿 方 程 可 得 所 -0 
他 人 一 常数 ， 其 率 我 个 把 前 子 个 琅 程 写 契 

1 = — wa, (= wi 
这 里 引入 了 常 眉 
(26,0) 


- 把 第 一 式 素 1 择 和 第 一 式 棚 划 , 即 得 


a -下 共 丰 曾 加 


Cs ， ， 


由 此 Qi de 
这 中 本 是 藻 数 ,家 可 雇 识 沪 .号 实数 (如 要 对 采 疝 计算 起 成 作 生 
的 选 择 ) ; 夺 帮 这 肝 
Di con eo!, Qa A sin wf, (36,7) 
一 精 入 站 昌 ， 角 速度 在 洪 半 于 陀 媒 辆 的 作 和 下 的 投 是 的 
人 是 不 交 的 (二 = 4 着 昌 以 角速度 在 这 平面 上 旋 榨 ，。 
既然 从 在 陀螺 示 上 的 投影 也 是 不 变 的 , 那 末 我 们 可 以 得 出 下 列 知 
渝 : 商量 昌 的 数值 不 发 生变 化 , 着 目 访 和 角 这 庆 % 线 陀 蝇 朝 等 速 旦 
动 ， 中 于 问 重 各 科 讶 的 分 早 央 有 好 一 7， 型 3 一 Ts 并 := 
一 1 的 站 自我 有 明显, 短 岂 中 可 由 作 同 雄 的 运河 [ 扫 村 了 E 蜂 的 
中 。 ， 。 
日 扒 , 所 得 到 的 入 屯 仅仅 是 在 833 和 36 中 相对 于 静 下 坐标 
系 研 宾 过 的 陀 曙 运动 的 号 一 全 梓 。 阿 攻 三 和 圈 和 四 的 机 2 入 
太 划 驻 动 的 角 这 度 各 黑 著 斧 中 的 角速度 耻 相 稀 。 借 35, 人 4) 风 基 地 演 
我 个 就 有 
由 二 Ff 1 — ned= NH ecog 天 一 Pr 


或 一 


ey 
1 
这 有 130 一 -让 。 


§ 37 不 济 称 陀螺 
我 们 把 欧 勒 方程 韦 刘 区 保 杂 的 关于 不 对 称 陀螺 (三 个 恒 其 姑 
都 不 同 ) 自由 丑 动 的 问题 上 内 。 为 了 确定 起 见 , 我 个 部 为 
Fo Ta Ty, (37,1) 
欧 勒 方程 的 两 个 各 妇 叶 就 知道 了 。 它 们 由 兹 其 和 溃 量 短 让 全 


Ti 詹 你 还 苹 这 1 


一 :一 一 一 一 一 一 一 :- 一 :一 一 -一 一 -一 


短 定 作 丛 由、 着 由 下 烈 黎 趟 家 示 : 
了 : 

(37,2) 

T3024 803 -1303— WM, 

这 里 郁 基 关 和 算 的 绝对 芒 到 生生 的 这 两 全 等 式 用 阿 若 

Mi 的 分 恬 来 袁 示 有 有 如 下 形式 


Mi ， M3 | Ms 
I 和 区 届 Te 


Mi M3 Mi= NM (37 ,4) 

从 这 铬 已 怨 可 以 作出 一 些 关 十 陀螺 运动 性 丑 的 精 座 ， 为 此 我 

们 诗意 莘 , 方程 (37, 引 和 (37,4) ，( 在 议 1 Me， 和 为 霄 的 几何 
学 中 ) 稻 别 是 以 z 


9p. (37 ,3) 


V2BI , v3BI: , MV SBI, 
为 牛 恬 籽 的 和 蒜 球 才 面 方程 和 以 六 为 咎 径 的 球 表 面 方程 。 当 向 时 
性 (相对 陀螺 的 惯量 栅 ) 移 动 时 ,， 宅 的 端点 梁 着 这 两 个 直面 的 交 线 
运动 《在 赔 了 LL 上 敬 册 了 一 系列 这 样 的 辜 , 宅 们 是 一 个 描 球 和 县 有 


5 | 
不 同伴 径 的 许多 球 的 变 烧 ) ， 灾 灰 的 存在 本 身 显然 须 由 直面 不 等 


人 元 款项 了 蝶 Ep 


所 求全 部 

FEY. WKY,, 357. 
在 下 他 上 这 下 答 式 意 呈 着 球 ' 37. 中 的 化 径 科 于 贿 球 .37,3) 的 最 太 
梓 展 小 全 起 过 地。 

访 我 们 京 芳 察 向 长 于 移 点 的 这 些 "“ 般 迹 ”@ 随 量 下 的 贞 化 
起 能 及 的 情况 下 省 开具 此 2 天 一 点 时 : 环 和 娩 球 
朗 于 两 个 很 小 的 持 胃 曲线 . 它 位 包 思 fa 并 分 别 案 近 全 球 的 两 入 
{直爽 个 点 一 一 标点 ), 随 薄 季 的 淮 
大 ,中线 还 汪 扩 于 i 过 变 刻 两 个 人 
- 较 ) 大正 理 区 于 同 交 二 的 祝 哉 。 齐 当 开 再 进 一 系 护 天 脖 . 产生 
苑 个 好 开交 : 责 括 畏 全 上 上 之 二 可 点 的 阐 儿 曲线 。 酒 于 ?287, 时 . 
萎 全 就 个 栋 点 ， 

首先 我 们 指出 , 情 汉 的 竺 锐 杜 意 味 闭 向 量 机 相对 陀螺 过 项 的 
周 描 竹 , 丰 -~ 个 周期 内 , 前 党 摘 一 个 加 锥 面 而 量 辐 玛 民 位 供 ， 

人 由 所 迹 在 椭 辟 不 同 检 点 附近 的 太 夸 于 不 向 的 
性 里 。 在 业 写 ;Yo 的 元 点 际 近 ,页 迹 完全 代 布 在 极 站 站 图， 而 通过 
二 名 极 成 附近 的 才 迹 在 月 已 的 杰 当 路 稚 上 上 有 远离 轿 岂 这 余兴 
吕 对 许 涛 证 曙 线 月 已 镶 和 是 搜 重光 上 村 区 定 性 的 来 国 性 质 。 鳃 顶 芍 
v3 汐 姥 动 \ 硼 应 于 陀 旭 二 个 轿 基 放量 市 最 大 的 一 个 和 最 二 的 一 
个 》， 当 对 这 些 副 慨 痪 很 小 时 陀 虹 仿 崔 粮 在 原 位 贰 辕 周 运动 : 因此 
在 这 个 意 交 了 工 来 语 是 站 定 的 ， 统 向 2 的 壹 动 是 不 稳定 的 , 储 意 小 
的 全 记者 能 产生 使 陀螺 泛 潮 远离 扣 位 置 的 运 坟 。 | 

为 了 水 站 的 下 晤 :或 王 之 戌 正比 的 肢 的 和 分量} 对 时 辣 的 
闫 邓 ,让 们 六 辣 欧洲 方程 i136,5) 我 们 利用 (37, 2) ,，{37,， 把 训 2: 

和 和 全 所 表示 出 于 


全” 由 同 芒 任 的 聘 点 讶 出 网关 但 出 档 浆 污 志 选 。 


人 


156 ” 刚 栖 湛 动 + [第 2: 章 ] 
To _{ (2BT,— M3) ~ Ts(Is— Ta) 08), 
-一 了 
(87.6) 
Oy tM 2B1) — TalTs— 11) 2), 
代 态 (36, 外 的 第 二 个 方程 ,我 们 求 得 
0 


-Tt FO2EIs— MY Ta(Ts 1) O81 EM — 2281 一 
中 


— Xatla— 02 (CBF, 
在 这 方程 中 分 离 亚 量 并 积分 ， 我 们 殴 得 到 咕 图 积分 形式 的 而 数 
上 2 ， 为 了 确定 起 蝎 , 在 把 它 化 成 标准 形式 时 ,我 们 衣 为 。 ， 

MY” 2E1,, - 
(在 蛆 反 的 情况 下， 在 下 面 的 一 切 仆 式 中 应 忠 合 指标 1, 3 对 讲 )。 
代替 和 2 我 个 引入 新 变量 


I BI VE, 
ry ToT $= Oo HB7, — NI» (S78) 


其 按 
3 (Ls 11) QOL — MS’) 
D1) CH DT 


引 式 正大 基 大 < 工 。 这 时 可 得 


(37,9) 


{ YY 一 Ti Ry 
\ 卉 定 我 他 选择 时 闻 前 党 证 点 在 全 二 0 的 时 浏 ; ,大 过 知道 ,在 变换 
这 -一 积 盘 时 玻 产 生路 人 可比 精 图 丙 数 之 一 
Ss—=ynT, 
ga 对 时 短 的 依 腾 关 深 部 由 它 确 定 。 而 栈 数 Qt) 和 2 区 槛 据 锋 
式 {37, 介 通过 st) 袁 达 。 洪 虞 到 另外 两 个 酉 图 函数 的 定 六 
caT=AA 1l—an:7r, dn r= 1— sn r, 
最 后 可 得 下 列 仆 式 : 


ES 7] 不 对 称 陛 如 157 


D7, 二 形 ” 
1 一 元 ,一 他 二 一 CR T， 
DEF, — MY ] 
;= 7 Sm 了 (37,10) 
| MW — 0 EI, 
【as 一 FT y dnzr, 


豆 数 (37,10) 蚌 周期 性 的 , 如 所 周知 , 宪 们 按 次 量 + 的 周期 等 
于 4 区 ,这 里 攻 是 第 一 类 公 椭 加 积分; 


1 Ns ¥ das 
g=] | (37, 1) 
因而 , 搂 时 出 的 周期 由 表示 式 
fi el 
: “ -4KVW -oT Eo (37,12) 


苔 出 。 多 过 这 样 长 的 时 癌 后 , 相对 于 陀螺 灿 ; 向 量 介 转 回 自 己 的 
床位 置 ( 相 对 于 静止 坐标 条 ,陀螺 本 身 移 不 转 国 原 位 置 一 一 昂 下 
面 )。 

内 然 , 当 五 = 了 时 ,公式 (37,10) 转 化 成 上 地 所 求 得 的 对 称 陀 
螺 的 公式 。 事 实 上 , 当 五 -> 六 时 ,参量 瑟 一 0, 椭 略 而 数 易 化 为 
图画 数 : 

SS 一 3 了 D 熙 0DT 一 CO08T，9nT 一 于 
因而 我 个 叉 回 到 了 至 式 (36,7)。 

当 了 2? 一 2 再 fs 时 我 们 有 和 = Das=0，2:= 常数 ,部 向 量 全 的 
方向 永远 洛 着 惯量 轴 zs 。 这 个 情形 对 应 着 陀螺 糕 赤 me 等 速 捕 动 。 
同样 , 当 YU! 一 2E1 时 (这 时 rs=0)， 我 全 有 和 栈 四 x 的 等 过 转动 。 

现在 我 佰 素 确 定 作为 时 间 夯 数 的 陀螺 在 空间 的 看 对 运动 ( 相 
对 于 静止 坐标 肝 瑟 FZ) .为 此 引 大 陀螺 的 二 21,22,2s 和 轴 开 , 了 ， 
也 之 盯 的 油 勤 角 业 ， Ds #8，。 并 选择 轩 和 沿 着 常 向 量 放 前 放 向 。 旗 
然 , 二 的 下 向 相对 于 四 1 oa 的 榴 角 和 方位 角 分 别 等 于 8 
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TO 一 GC- 


和 可 一 风 {( 见 145 真 注 ) , 那 末 把 和 阿 量 [入 投 县 到 "1 424 上 去 ,我 


们 便 得 到 一 
M sin 8 sin w= M0,, 
Heind eosyv= NM,= ls, (37 ,18) 
NM 008 0= N= al,. 
得 此 
cos 0 = 
再 利用 公式 (87,10) 我 们 求 得 


Ta M3 pT} 
C09 = VY 荆 这 二 区 于 7 dn Fr， 


给 册 = 了 (一 -Tsay cnt 
Toths—11) anT’ 
租 旭 和 于 对 时 于 的 依 有 赖 关系 朗 贞 此 确定 ,和 向 惊异 的 入 量 一 起 它 
们 都 是 局 期 丙 数 ,而 周期 为 (37,12)。 
到 式 (87,18) 中 并 不 合 前 p, 因而 要 计算 它 , 就 必须 注意 用 欧 
惑 角 对 时 间 的 号 数 率 宸 于 避 分 量 的 公式 (385,1)。 从 等 式 
D1=p sin tsin y+ eos i, 
= sin gcos 册 一 0sin 由 


， 谨 由 一 富 2 (87,14) 


(87,16) 


中 滑 去 9 可 得 
= 0 gin 十 20 G08 vw 
Si 总 
然后 利用 大 式 (87， 13) ,我 们 便 冰 得 
dp ar 了 了 
a TH je 《87 ,16) 
由 上 范 可 用 求 积 的 诺 续 来 确定 画 数 p 坟 ， 但 被 积 式 子 很 复杂 地 包含 
着 椭 图 机 数 。 用 一 系 欧 相当 复杂 的 变换 , 这 一 积分 可 用 所 谓 0 本 
数 来 表达 ,我 们 不 进行 计算 而 仅仅 指出 计算 的 最 后 炉 果 。 
PD 这 战 时 算 可 凡 在 互 ， 工 ，YBTTefep 所 车 Amadarntiaore EHNAWERALOHTH, 
303 站 一 盏 中 机 到 。 


L$ 9 门 不 巡 称 陆 量 Ji . 


一 一 一 一 一 一 mm 一 me iinaLnee re 一 一 一 


淘 数 pt 本 坊 达 疲 (4 和 准确 到 一 任意 相 加 宫 数 ) 两 项 和 的 形式 : 


VU) = Pu T Patt), ‘37,17) 
其 中 之 一 由 公式 
2 . 
ou(T i) | 
aiptf 站 一 一 于 A :37， 18) 
He 入 二 如】 


车 出 . 式 中 加 是 引 画 数 ,而 xz 是 自 下面 等 式 雇 定 的 实 管 数 : 


， ff ICM ORLY | 


[ 玉 和 了 取 自 (37，1)，(37， 12)]。(87, 18) 右边 的 而 数 是 周期 为 
之 的 周期 画 数 ， 国 此 or 人 0 在 里 时 间 内 改变 9x。(37,17) 的 第 二 


部 份 由 下 而 至 翅 葵 出 : 

1M ibm (ie) 
4? TY ox xP iay 
这 个 画 数 在 时 戎 2 内 增长 zz 由 此 可 见 , 运 动 以 p 来 记 , 乃 是 两 
个 周期 性 改变 的 合成 ， 共 中 一 个 周期 :他 ) 与 角 业 及 日 的 朴 变 周期 
相等 ,而 另 一 个 (Tn) 与 前 一 个 是 处 可 通 鸭 的 。 后 一 种 情 现 伪 得 
陀 媒 在 本 身 运 动 时 ,严格 说 来 任何 时 候 都 不 能 转 回 到 自己 的 原 位 
丑 。 


patt) = 2 .87,20) 


避 是 
工 ， 忧 碚 定 陀 媒 糖 帮 近 悍 是 琐 zs (或 为) 的 加 的 自由 抱 动 ， 
解 : 设 质 za 接近 于 4 方 疝 。 于 是 分 量 于 1 型 * 是 很 小 的 量 , 而 区 sz 汪 时 
( 雅 确 到 一 彼 小 量 ; 。 态 同 样 的 淮 克 座 , 欧 勒 方程 中 钠 识 随 个 可 写成 


df ( n) 
ih 
ot I otls, 
dts -(# ja 3 
ot 7 1 名 0 二 , 


这 里 狐 扫 引 大 了 第 数 和 二 开 /Ta。 傅 据 一 盘 的 法 刚 , 吕 并 : 和 和 弄 3 的 解 素 正 环 


180 副 体 运动 [第 大 章 ] 


一 一 


于 ew! 的 形式 ,于 是 我 们 得 到 频率 w 的 值 


“= (FD) 半 -)。 (1) 


而 对 于 型 1 和 下 三 育 我 们 得 烈 


af 一 MaM 1 一 1 eos wt, Ms— Ma —1 sin wt (2) 
1 


其 中 se 是 小 的 任意 常 数 。 演 公式 确定 向 最 三 相 对 陀 嵌 的 运动 ,在 国 5 中 ， 
这 运动 对 庶 于 阅 是 M 的 碳 点 不 断 重复 措 画 ( 频 举 为 由 一 个 楼 轴 x 元 点 的 小 
栓 夯 。 

为 孔 定 陀螺 在 空间 的 邦 对 法 动 , 我 们 来 求 它 的 欧 赤 和 角 。 在 现在 这 种 情 

.了 更 下) 翰 基 对 朝 瑟 人 方向 ) 的 仿 信 站 人 "9， 


G2 2 (1 — cos 6) an, 
将 (22 代 大 ;我 们 全 得 到 


i 
a dai 
gy latla— 11) tg wt, 


I -ri - 
63=a (E11) eon 4 (有 1) sins at|. (3) 
为 了 求 得 角 9 我 们 注音 到 , 程 据 (35, 了 ) 中 的 第 三 个 公式 , 当 8<1 时 ， ， 
放生 十 殖 9 % : 
因此 “ 
$= Oot—y . , C4) 
(路 去 积分 任意 常数 ) 。 

如 果 直 接 观 察 陀 旭 三 惯量 辆 访 向 (这 些 轴 上 的 蔓 位 向 量 我 们 用 mrzsyma 
才 示 ) 的 变化 , 则 可 得 到 关子 陀 曲 运 动 性 外 的 更 雪 观 的 柳 念 。 疝 量 和 和 和 
以 频率 r 在 平面 环 Z 上 等 速 转 动 ,局 时 在 横 万 腐 上 以 狐 率 了 作 微 振动 ,这 些 
振动 由 它 人 的 儿 分 量 确定 ,对 它们 的 各 分 量 我 们 有 


1 3 -ayF 一 荆 couwt, 
My a fia 1 si 
Hag ni 1 sanowto 


对 向 量 my 以 同样 的 精确 度 我 们 有 
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Hae EP SI PD fay mB eos Pp, HgsS1 
Tv _ pe ， - 更 > 
(相对 趣 开 1 入 园 量 2z 友 岗 部 栋 贡 和 万 位 和 角 等 于 吕 和 一 人 昂 145 央 注 }。 
其 次 于 本 [ 芒 轩 利用 公式 (37，43;1] 
Mr no = sn ot oon py ~ 8 eos Ort Sin¥ = 
一 eh Lt 一 FO Ol =: 


"= Mr —1 Sin Qt Sn wf de 一 二 eon Ont eo ot, 
当 


1 
— a I | To 
大: 后 ， Har7< 一 1 ( 六 一 1 二 了 一 1 ens Cn 二 1 十 
+ -VE 一 1 Jeos (on—on)t 
] 柯 显 ?3 一 一 5 ( 全- 二 VE-1 )in (Qo 4) t+ 


+ (WF -1 -全 jsincoo 一 8 

四 由 可 民 ; 辣 量 zs 的 运动 是 及 斯 雍 (oo 由 太 筷 部 的 两 个 畦 剖 的 和 。 

2 试 确 定 当 3 354 时 陀 鹿 的 站 由 二 动 。 

解 : 在 画 84 由 这 入 人 稍 池 对 及 子 向 是 村 端点 向 通 过 朝 ma 之 重点 的 
师娘 移动 。 

方程 (87,7) 节 如 下 形式 : | 

Ban, re To se, 

这 里 引 [大 了 了 符号 仿 二 昨 /1 一 257。 对 批 方 牡 积分 ， 然后 运用 公式 人 3 入 二 ， 
我 们 使 得 到 


加 -Do 2 


ooh 
Tojo 1 
0 = bo {Ls— 了 个 ) ehr" 
为 了 捕 述 辽 树 的 超 对 运动 ,我 们 引 大 欧 章 月 , 皂 日 定 六 为 轴 五 fag 方 同 ) 
和 陀 霹 找 入 辕 (而 不 像 正 交 中 是 #9 。 在 详 系 向 量 介 的 分 量 各 堵 角 之 胆 


的 公式 (37)19) , (37,16) 中 ,这 时 应 当 施 行 措 标 的 循环 替换 123 一 312。 然后 
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把 式 ( 卫 ) 代 天 这 些 公式 ,我 们 健 得 全 | 
全 Tt 十 常数， 


， 一 aa 一 了 人 
(fs— Ls) " 


从 所 得 的 公式 可 兄 , 丫 最 Q 按 潮 近 绥 方 式 ( 当 1-> 时) 趋向 轴 xs， 同时 
山 za 按 渐 近 趣 方式 趋向 下 让 轴 萎 。 、 


#38. 刚体 的 接触 
从 运动 方程 式 L34, 4) 和 (34, 3) 中 已 狠 可 以 看 出 ,刚体 的 平衡 
条 件 是 作用 上 其 上 的 总 力 和 总 力 知 等 于 秀 , 妇 
F=f=0, 五 = 了 Fr 了 一 0。 188,1) 
这 里 是 对 所 有 加 汪 物 体 的 外 力求 和 ,ff 是 “着 力 点 ”的 向 径 。 在 这 
种 情人 党 下 ,确定 为 矩 所 相对 的 点 { 毕 标 原点 ) 可 以 任意 选择 ,因为 当 
玫 =0 时 ,二 的 数值 与 此 选择 无 关 [ 遇 式 (84, 丫 ]。 


如 果 我 们 半 论 的 是 相互 接触 的 刚体 体系 ,那么 在 平衡 时 ,对 于 


每 个 刚体 条 件 (38,1) 莉 应 分 别 成 立 。 这 时 从 与 刚体 相 接 触 的 其 他 
出 体 方面 米 的 作用 力 电 部 自作 外 力 。 这 些 力 是 加 竹 相 五 接生 点 
上 , 因而 称 为 反 作 币 力 、 显 然 , 两 个 刚体 梓 互 反作用 力 大 小 相等 ， 
而 方向 相反 。 

在 一般 情况 下 ,反作用 力 的 大 小 和 方向 都 由 并 体 平衡 方程 
(88, 力 的 共 朵 解决 定 、 但 在 革 些 情况 下 , 反 作用 力 的 方向 上 已 由 
问题 的 条 件 熔 出 。 辟 各 没 , 如 果 两 天 体 可 治 表面 袋 此 自由 滑动 , 那 
么 ,它们 之 得 的 反作用 力 应 沼 着 志 面 的 法 线 方 向 。 
如果 接触 则 体 相对 运 开 , 部 么 , 除 芭 作用 力 凡 外 , 还 出 更 浓 耗 
福 的 力 一 一 廉 擦 力 . 

接触 刚体 的 禄 对 运动 的 两 种 可 能 形式 是 滑动 和 滚动 。 在 漠 动 
时 ,反作用 力 科 志和 接触 面 ,而 摩擦 力 却 沿 面 的 切 续 方向 。 ， 。 

捍 粹 深 动 的 特点 是 在 挡 触 点 没有 天 体 的 相对 落 动 ， 换行 请 襄 ， 


了 


[8 碳 网 蕉 的 久 秀 :88 


流动 着 的 物体 仿佛 每- .时 刘 旦 被 固定 在 楼 起 点 FE 一样 。 和 这 时 , 反 
必用 六 的 方 时 是 性 总 的 , 字 就 是 得, 不 一 定 焉 直 于 接触 面 - 访 磺 麻 
氛 力 是 志 蛆 但 沪 动 欣 附 加 沪 策 的 形式 显示 内 来 。 

， 如 果 在 滑动 时 , 障 所 小 到 可 以 忽略 ,， 半 么 我 们 说 , 物体 表 面 乱 
对 光滑 ， 上 友之, 如 果 牧 体 疲 面 的 性 妖 使 物体 只 能 该 动 ,不 能 漆 芭 ， 
而 流动 用 氛 可 以 忽略 , 施 么 我 们 说 ,物体 宪 面 彼 对 粗 疾 ”” 

在 这 两 种 情 光 下 , 座 擦 力 祁 不 明显 地 出 现在 有 关 物 体 运动 的 
问题 中 , 因 嘴 向 题 为 纯 力 学 的 。 如 果 摩 凡 的 县 体 性 质 对 运动 求 褒 
-是 非常 重要 的 , 色 运 动 就 不是 缕 力 学 的 过 程 (比较 $ 25)， 

物体 鲍 接触 合 上 和 们 和 的 自由 度 , 远 之 自由 运动 时 的 自由 凑 来 广 
雪 减 少 。 相 到 现在 ,在 研究 这 类 问题 时 ,我 们 都 以 引入 和 实际 自由 
度数 直 楼 对 应 的 坐标 的 办 法 来 芳 谍 这 各 情况 。 但 在 流动 上 时, 这样 
选择 吾 标 可 能 是 行 不 通 的 。 

对 和 畅 体 谈 动 所 加 的 条 件 是 接 秀 点 的 速度 相等 :例如 在 洁 洪 一、 
静 上 起 面 滚 动 时 , 接触 点 的 速度 应 等 于 震 )。 在 -- 般 情况 下 ,这样 
的 条 件 由 下 面 形 式 的 ' 移 柬 方程 来 表示 : 


Seg =0, (398,2 


其 中 cw 公公 是 华 慰 的 鲁 数 : 指标 a 用 及 答 构 束 方 程 钥 导 )。 如 果 
.和 缘 式 左 过 不 是 坐标 的 某国 数 对 有 时 罚 的 他 征 商 , 旭 对 这 些 方 程 无 法 
积分 - 挤 休 证 识 ，' 它 个 不能 花语 和 反 是 一 芷 兴 标 之 入 的 :关系 式 , 利 附 

这 坚 关系 式 使 我 全 本 用 比较 洗 的 ,二 实 际 由 由 度数 相 庶 了 购 泽 标 求 
措 述 金 体 的 他 次 。 这 样 的 物 束 称 不 完整 航 案 (与 仪 联系 体系 华 标 
的 完整 锡 束 相克 ,我们 来 研究 ,比如 设 , 球 在 注 面 上 的 渡 动 2 像 六 
常 一 梓 , 我 们 用 下 凤 示 移动 的 旭 度 ( 球 心 的 速度 ) , 用 如 表示 转动 
的 鲁 浊 度 ， 如 果 在 一 - 般 有 公式 b= YT [7] 中 区 ?= 一 427(a 是 球 


-和牛 径 , 入 是 流动 玉 面 在 授 触 点 守 线 上 的 单位 向 量 ) , 就 可 以 得 到 球 
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同 夺 面 的 接触 点 的 速度 。 我 们 所 要 求 的 罗素 是 在 接触 点 没有 清和 
的 条 件 , 就 是 说 由 方程 
FV-arlnl -= | (88,8) 
" 狂 出 的 条 件 。 它 不 可 通 积 芬 出 来 , 因为 尽管 速度 闻 是 球 心 向 德 对 
时 交 的 全 仙 珊 但 同时 ,在 一 般 生 巨 下 角 添 度 却 不 是 任何 坐标 的 公 
商 。 国 号 构 东 (88,3) 是 不 完整 的 严 。 

不 守 : 整 航 束 的 方程 不 能 减少 坐标 的 数 生 ,所 以 当 这些 者 
束 存 在 时 ,不免 必 须 利 用 着 非 完全 是 独立 的 坐标 。 为 了 租 成 相应 
的 控 格 毅 日 方程 ,我 们 再 回 到 最 小 作用 量 原 理 上: 二， 。 

存在 (38, 分 类 型 的 构 束 就 对 坐标 变 分 的 可 能 值 加 上 了 -和 完 的 ， 
限制 。 就 是 改 , 用 2 乘 这 些 方 程 ,我 个 可 以 求 得 , 8g 不 是 独立 的 ， 

而 是 由 英 系 式 
22) 069:=0 (38,4) 
详 系 着 的 ， 在 变 分 作用 基 时 , 应 恋 考 虑 到 这 个 情况 ， 根 据 导 找 条 
件 极 值 的 近 格 朗 日 一 般 方 法 ,应 当 葵 作用 量变 分 : 


ab _d or 
35- | Fase Og a Bq; ot 


的 发 积 丽 数 加 上 乘 了 未 定 梁 子 ) (坐标 的 画 数 ) 的 方程 (38 分 , 然 
后 再 使 积 共 等于零。 这 时 可 以 8 为 所 有 变 分 8g: 是 独立 的 , 于 是 
我 们 得 到 方程 op a | 

dt 29 es (38,6) 
这 些 方 姓 和 构 东 方程 (88, 盆 一 起 组 成 未 知 是 9 和 js 的 完全 方程 


在 上 让 方 法 中 反作用 力 没 有 出 现 ,物体 的 搂 触 完 公 由 锡 东方 

OD 应 怠 指出 ， 这 种 竟 来 对 图 往 滚动 可 能 是 完 费 的 。 在 这 各 傅 六 下 ， 当 放 示 的 内 

丑 , 沽 动机 在 空 从 方向 保 将 不 变 , 因 间 0 胰 关 圈 杜 灿 自 已 未 的 葛 负 p 的 全 瘟 责 。 这 
时 关系 或 (38,3) 可 积分 , 井 粮 有 惯性 中 心 的 誉 标 和 角 9 之 区 的 关 滋 。 


£3 331 一 伯 的 接 名 G5 


程 肢 括 了 然而， 也 有 另 一 各 组 成 接 继 物 休 运 动 帮 程 的 方法 ， 六 这 
种 这 站 中 明明 地 引 浊 了 友 作 用 力 。 这 一 万 法 构 谍 玉兰 内 和 尔 原 
镍 的 内 容 ) 实 质 是 ;对 人 千 个 接触 体 可 穷 出 万 程 


S37, OE， = 之 [rf (38,6) 
间 时 在 作用 于 物体 上 的 力 了 yy 人 有 反作用 力 , 这 些 力 预 先是 水 
有 知 的 ,它们 本 身 以 及 斩 体 的 运动 者 决定 上 万 程 的 解 ， 这 方 活 对 完 


整 简 束 和 不 完整 条 来 的 往 况 部 可 同 梓 应 用 。 


习题 


， 斌 利用 这 兰 姑 尔 原理 求 在 不 面 革 演 动 的 均匀 球 人 的 运动 上 方程, 彼 裔 作 
届 了 和 ,人 奸 妥 迁 江 起 
解 : 舟 束 方程 (38, 3) 已 在 正六 中 号 出。5[ 大 作用 在 奈 和 平面 相 轧 之 点 
二 的 及 和 作用 轴 ( 用 R 玉 示 ) ,我 们 写 出 注 程 (83, 人 ) : 


oar . | 
A 一 攻 二 RR， (1) 
i dn nit 【> 
ot " 


[这 时 用 到 下 P= 记 太 对 于 从 昭 晨 上 下 。 对 时 闻 徽 共和 的 东 无 吉 ， 我 倍 
合 得 到 : 
家 一 af 了 ]， 
把 它 代 入 方程 (1 于 人 动 [21 消去 但, 便 得 到 方 起 
一- 二 (PP 十 至) ~ [En] AR 
这 个 方 穆 把 反 . 呈 划 7 辣 F 和 下 详 柔 起 来 了 。 将 这 个 太 程 ' 号 坡 分 最 形 玉 ; 六 
用 I= na (如 #32 儿 题 2 本 代 大 , 则 下 得 


R= Ky 一 人 By 一 一 元 Bo hy Fb, 
(平面 坊 进 在 演 动 而 +) 。 最 后 , 把 这 些 式 子 代 大 (1 ) 市 ;得 凤 只 会 有 已 知 的 
放 广 和 旋 短 的 运动 态 程 * 
| A 站 
Tt . 


3 珊 体 运动 [第 雪 滞 ] 


oo 


借 归 于 构 豆 廊 程 138;:3)， 角 速度 的 分 苹 只 
中 可 肖 过 了。 和. 麦 未 出 来 ;而 对 器 
在 碳 程 


2 中 本 时 aa Fa 


后 at 
[方程 (2) 的 世人 分 量 ]。 

3。 重量 为 三 长度 泡 ? 的 均匀 樟 ap, 
如 图 52 所 了 示 ; 音 在 雯 上 ， 它 的 下 岗 天 用 鳃 
4 瑟 拉 六 。 战 求 支 虑 的 反作用 力 和 和 佬 的 张 
Ea 

解 : 榴 的 重 是 引号 作用 于 粹 中 点 的 局 
赴 册 下 的 万 PP 力 Bp 和 Be 分 别 是 坚 让 向 

-上 和 垂直 手 椅 ; 娘 和 的 张力 的 志向 由 五 各 4。 
中 经 . 平衡 二 程 的 解 容 量 


Re vin ay Ra=P—Resing, T=Ro cosmo 
3, 有 有 一 栋 4P, 其 重 为 P 两 端 分 别 其 在 水 平面 和 起 过 面 上 (图 581 ,并 
被 西 条 水 平 糖 4 和 87! 特 洋 ,名 BC 和 控 4B 信 于 同一 ( 泽 自 ) 平 面 内 。 坛 
求 支 点 的 反作用 力 各 成 的 张力 。 


解 : 赵 的 张 刀 f4 和 a 济 匡 有 天 和 4 到 了 避 和 由 吾 测 0 的 方向 。 反 作用 力 


L$ #61 夺 非 酸性 计算 芭 稀 让 的 运动 167 


五 了 得 玫 ， 天 刘 于 相 彤 的 平面 。 解 平衡 方程 可 得 
下 ,一 六 了 一 fm en, BRIT np Tm peusp, 
4， 机 恕 长 为 工 的 榨 ， 六 珊 以 话 球 接 
式 相 带 ， 上 哺 用 线 4 瑟 抽 管 人 圆 54。 诈 
一 个 标的 中 上 加 为 ' 棒 的 重量 忽 黑 不 
寺 } 。 滤 求 反 作用 力 。 
解 : 在 4 点 线 的 县 力 由 4 指向 
BB 在 吾 点 划 由 局 指 向 直 。 反 作用 沪 
后 生 十 于 支持 面 。 甫 豆 r- 考 未 在 
活动 接 尖 上 上 作用 了 棒 4C 的 反作用 力 ， 
这 时 作用 于 P2 的 民 节 : 玫 力 是 一 瑟 c 人 必 
用 于 相 BC 的 万 如 ss 宇和 一 下 ce 的 力 拒 
和 等 玉 二 的 第 十 可 导出 下 ec 六 BC 大 辐 
的 车 葵 。 洪 余 的 平衡 条 件 (对 每 一 根 棚 ) 
肆 抽 下 列 迷 全 : 图 54. 


人 ， nm 五 1 
=， pw i 一 


式 中 @ 怀 角 人 让 4， 


$ 39， 在 非 馈 性 计算 系统 中 的 运动 
狐 理 在 为 下 :在 研究 任何 力学 体系 的 运动 时 ,我们 一 让 把 运动 
识 为 属于 愉 性 咎 算 系 统 ， 只 有 在 避 性 计算 有 系 酝 中 , 扩 和 格 妆 日 硬 数 ， 
比方 如 在 外 帮 场 申 一 个 质点 的 锌 格 裔 旧 面 数 考 有 如 下 形式 : 


了 一 rt 2 一， (39,1) 
相应 地 上 也 十 看 运动 方程 
do _ _ 2U 
at DY 


{在 这 一 证 于 ,我 将 用 指标 0 囊 示 较 于 惯性 计算 有 条 航 的 量 )。 

现在 ,我 们 来 研究 一 下 ,在 非 避 性 系统 中 的 质 后 运动 方 特 笠 是 
怎样 的 。 佣 决 这 一 于 题 的 由 发 点 仍 是 最 修 作 用 最 原 浊 , 宪 的 说 用 
范 园 不 受 选 择 讲 算 派 统 的 吸 制 ,同时 , 拉 格 师 卓 方程 


了 


i168 . 刚 怀 运动 上 簿 天 章 :] 


ee 


$ 各 -器 oo 

也 归 梓 有 有效 ， 然 而 拉 格 朗 日 商 数 已 不 焉 具有 (39, 1) 的 形式 了 ， 为 

了 求 得 它 :, 必 须 对 郴 数 5 作 适 当 的 变换 。 ” 
这 一 变换 我 们 分 两 步 进 行 。 首 先 来 滞 计 算 桑 统 到 ', 少 相 对 慌 

性 甩 条 站。 向 速度 下 的 移动。 粒子 相 对 系 诅 Ko。 和 KK' 的 莫 度 tn - 
- 有利 全 由 于 型 甘 系 式 相 联系 : 
和 二 名 十 入 (全 。 (89,8) 

将 此 式 代 大 (89， 1) ，, 斌 香 汉 在 息 散 百 ' 中 的 近 格 裔 下 画 数 

5 = mw'y + Op-U, 
但 V3( 是 已 知 的 时 尚 夯 数 ， 可 抬 它 号 盛 另 外 革 一 疡 数 对 # 的 双 
徽 商 ,因此 , 式 中 的 第 三 项 可 以 去 控 。 此外, v=dr'/9i, 其 中 个 是 
粒子 在 坐标 系 长 ' 中 的 向 径 , 因 地 
mV =mV 全 CaFz — mr 2 

把 让 式 代 入 近 格 山 日 机 最 中 ;再 次 去 掉 其 电 对 叶 间 的 至 徽 商 ,最 后 
得 到 


P=m2 -mW r'—U, (89,4) 
其 中 人 一 中 /三 是 计算 系 芒 E "移动 的 加 速记 。 
利用 (89 ,4 建立 拉 格 裔 日 方程 , 便 得 草 


md mW (89,65) 


我 们 疼 莘 ,从 对 于 粒子 运动 方 委 的 影响 的 意义 上 来 说 ,计算 系 
讨 的 加 这 运 动 与 一 个 均匀 力 声 的 出 现 特价 ,并 且 这 场 中 的 作用 力 
等 于 加 速度 和 粒子 贤 量 的 箭 积 ,但 方向 到 和 加 这 庆 相 反 。 
现在 我 们 再 引入 一 个 新 的 计算 条 煽 有 。 宅 和 在 ' 有 共通 的 原 
点 ， 但 相对 玉 ' 以 角速度 和 全 转动 , 因此 相对 惯性 逐 闵 下。, 深耕 
K 钙 做 平 动 ， 双 做 转动 ， 


L$ 28] 在: 于 处 税 庆 - 各 对 未 由 的 运动 TH 


一 


粒子 对 系 靳 1 下 的 速度 Uv 时 和 芝 相 对 到 闪 至 的 王 度 是 和 随同 
有 深 纯 首 一 起 团 吕 的 入 大 1 四 | 所 粗 碟 : 仓 

_。 ?一 下 十 [号 
《粒子 在 系统 太 和 并 让 的 旧名 了 和 和 重合 }。 和 将 此 式 代 大 (383;4) 
的 拉 达 彰 虽 重 数 中 南 可 得 到 
Ln 34 nvF tr! 二 的 {QQri—m Wr—U, 4159， 0 


| 这 是 在 任意 非 谤 答 夺 算 邓 义 中 -- 般 形式 的 拉 格 有 如 日 欧 激 ， 我 
们 应 当 注 意 , 计 算 骤 硫 的 转 岂 使 在 扩 格 彰 晶 区 数 中 出 现 峙 别 形 这 
的 项 , 它 对 六 子 的 术 度 来 吉 是 多 性 的 . 
为 了 求生 了 包 舍 在 撤 格 并 日 万 程 中 的 徽 商 ,我 傅 写 岩 全 微分 
dL=my ar ray Er Fawr mr dri— 
一 性 天 一 2 Hr = dv [Or] 十 32 全 人] 十 


+m[ Ori ear WW dr— 2 dr 


策 合 所 有 包 合 ri 和 4 的 须 : 我 得 便 求 得 
机 0 


A | “4 a Or mW .oe 
BF 


拒 这 些 臣子 代 和 大 让 .2) , 我 们 癸 得 到 所 要 并 的 运动 方程 


Wr nt oO mt QIr AD, 39,7) 


我 们 香 汉 ， 办 计 各 邓 社 的 壹 动 而 产生 的 恒 斤 为 ”由 二 部 纷 钥 

席 。 力 rf[F1 和 葡 动 不 等 之 有 关 ， 而 男 詹 两 个 力 在 等 染 炉 动 时 也 
存在 。 力 2mfv 和 2 时 科 朋 自 利 力 , 和 过 去 我 个 研究 过 的 -一切 : 莫 消 
插 性 的 ?万 不 同 ; 和合 撤 占 了 熏 点 的 速度 ， 力 [人 Fr 仙 |] 是 交心 力 。 
世人 于 通过 下 和 和 下风 笠 面 工 , 说 将 于 珀 轴 (地 就 是 盟 注 向 ) 振 阅 


i170 刚体 兰 动 [ 系 关 童 ] 


浇 离 开 韩 的 方向 , 窗 心 力 的 数值 等 于 mp9Q"， 凑 中 是 粒子 汉 畦 轴 

的 由 六 。 
我 们 等 别 来 研究 一 下 作 等 束 灶 动 并 且 省 有 下 动 加 玉 朗 的 湾 标 

系 。 在 (39;6) 中 和 (39, 人 中 ,全 局 = 常数 ， 玉 =0, 我 们 便 得 到 搞 - 

” 轿 妆 日 画 数 


= 2 nptOr1 IQ 0 (89,8) 
和 和 污 动 方 各 / 
am 5 - ~ +am[eQl +mrQrroll。 (89 ,9) 
”我 们 可 同样 求 出 在 这 悄 交 于 幸子 的 能 量 
pe mo (39,10) 
代入 恕 =pv 一 工 , 便 得 到 z 
R= Ze- 一 全 [人 9m]? 二 1。 (89,11) 


记 当 污 客 ， 站 能 关中 族 有 深 当 席 为 并 人 的 项 。 时 得 条 读本 的 有 
响 归 鳍 为 糖 能 最 增加 一 仅 依 报 于 粒子 的 坐标 并 正比 于 角 速 庆 习 方 
的 项 。 这 个 幸 充 的 位 能 一 从 LQr]? 称 为 高 心 能 。 

质点 相对 等 速 转动 计算 系 铬 的 建 度 9 与 它 相 对 于 惯性 肝 替 


”6 次 速度 %o 由 下 式 联系 : 


人 0 == 世 十 [LQ] 0 者 (89,12) 
因此 粒子 在 条 入 乓 中 的 冲 量 PP (39,10) 和 旋 在 系 往 6 中 的 邹 量 
Po 一 mtvo 相 重 合 ; 同时 , 冲 量 系 6 一 [7po] 和 型 = [fp] 世 各 重 
合 。 而 粒子 在 系统 KK 和 KE。 中 的 能 量 出 不 局 。 将 (89, 12) 中 之 9 
代入 {39, 入 ) 可 得 到 
E= 2 一 —mye Lf rj +U = 0 +U—m[rvo]12, 


前 两 项 是 在 系统 上 Ko 中 的 能 量 Bo 。 在 最 后 一 项 中 引入 冲 量 短 , 我 


[$ 39] 企 状 惯性 对 算 汐 嫩 中 的 运动 下 


们 便 得 到 
E= to— Mn. (39, 13) 
这 一 公式 确定 在 转换 济 等 可 加 动 坐标 采 时 ,能 量 的 变换 规律 。 
虽然 我 同 对 一 个 质点 推 击 了 突 , 查 补 明 有 显 , 这 一 推导 机 直接 推广 到 
任何 粒子 性 系 的 悄 光 中 去 :, 插 县 将 导出 后 样 的 公式 9 ,得 )。 
习 是 
I. 试 求 自由 洲 体 因 地 球 旋转 5 前 束 诬 很 小 } 内 产生 的 对 紧 枉 弹 的 仿 术 。 
解 : 在 重力 声 中 2 一 一 Wgr; 涯 中 9 是 重力 加 速度 向 量 ， 方程 式 (39) 册 
中 省 聊 含 有 台 平 二 的 商 心 思 ; 得 到 下 而 形 忒 运 荔 态 程 ; 
b=2[v] 4g 。 人 
我 们 来 用 熔 步 逼近 法 解 这 方程 。 次 此 我 们 假定 =v1-52 其 中 坊 是 
程 各 二 的 解 ,部 5 一 和 十 bo 《tw 是 彻 速 碾 )。 把 w=v1 十 vs 代 玉 (1 )， 所 
vl 伪 在 石 过 ,和 便 得 到 bo 的 去 程 
一 呈 [ 人 一 2 9 + 2Lv00]1。 
积分 证 得 
* 了 二 且 十 Det 十 


其 申 呈 是 答 子 初始 性 乙 的 同 最 。 
选择 朝 ? 举 记 同上 ;而 博 z 滞 么 米 向 杷 点 ;这 时 
gr 和 nn 和， 
其 中 是 柑 论 (为了 确定 起见 , 我 们 假 征 它 是 北 粹 )。 在 (2) 巾 ) 会 w= 便 
找到 


E+]) (2) 


3 
I 二 ， 9 一 -本 geosh。 


把 降落 时 间 ts: 和 代 太 此 式 ,最 司 找到 
一口， 由 一 一 村 (人 D0 engA 
公 的 负 值 租 应 对 向 东 癸 称 ) 。 , 
2. 试 求 成 地 面 以 初速 sw 抽出 的 物体 对 竹 而 的 全称 。 
解 : 我 们 渤 反 全 疝 zz 使 得 速度 vw 在 此 而 内 。 越 动 的 高 度 hh=09。 对 于 


3 


ep 则 尺 延 动 [ 缘 坟 章 ] 


向 侧 演 的 人 篇 移 ,我 们 从 (2 ) ( 慷 旺 了 D 中 得 到 


i . 
YH 三 一 可 I To — tor) + 


者 入 入 划 了 时 条 to 


4 7 1 
4 一 - (3 Posy — oss)。 


3. 就 确定 地 球 转动 对 摆 的 微 振动 的 影响 ( 序 所 请 的 伟 科 近 ;。 
解 : 答 略 为 二 般 小 量 的 控 的 既 直 位 丈 , 可 以 钥 为 物体 的 运动 是 在 水 平面 ， 


路 陪 进 行 的 。 去 拓 会 避 的 项 ,把 运动 访 程 写成 


+ur=20y y+tuy= 一 2 


其 中 贝 是 在 不 潜 串 地球 转动 时 择 的 振动 频率 。 用 守 深 第 一 个 旋 委 , 并 与 第 一 


个 方程 要 加 ,我 们 得到 一 个 复数 8 一 < 十 六 的 方程 
pagttet=0 
当 人 Kw 时 ， 蕊 方程 式 的 解 为 
| Eo A=ital (de + ei ) 
或 tying 4 io) 
其 中 的 函数 zo 和 yell) 在 不 考虑 地球 炎 动 时 答 出 摆 的 轨 遵 。 因 此 ,地 球 
稼 动 的 影响 妇 竺 为 加 道 简 察 兰 线 以 角速度 2, 的 转动 。 


™ 


四 


第 七 章 ”正则 方程 


z $ 40.、， 哈密 暑 方 程 

为 了 应 用 拉客 舰 晶 讽 数 (和 由 它 导 壕 的 拉 格 郎 日 为 程 ) 来 确定 
-力学 的 规律 ,首先 必须 用 葵 定 休 系 的 六 义 坐 标 和 广义 速度 的 方法 
来 提 输 系 航 的 力学 状态 。 然 而 ,这 样 的 找 稚 井 不 是 唯一 可 能 的 。 
庶 用 体系 的 广义 坐标 和 广义 冲 量 来 描 葵 ,有 具有-- 系 烈 优点 ,特别 是 
在 研究 各 种 力学 普 浙 阅 题 的 时 候 更 是 如 此 。 央 此 就 产生 了 如 何 找 
出 与 上 泥 力 学 方法 相 适 应 的 运动 方程 的 问题。 

弄 在 数学 .上 有 名 的 所 训 勒 科 得 尔 次 换 , 可 使 一 得 狼 章 变 最 , 午 
换 为 男 一 组 ， 在 现在 这 种 秒 吏 下 ,此 种 变 撞 可 概括 和 如下。 

拉 格 朗 日 沿 数 是 坐标 和 渤 度 的 画 数 , 尼 的 至 徽 分 等 于 


‘aL 一 六 aL eg 十 > oh 


这 个 式 子 可 写成 
Ep dg + Ep dg, (40,1) 
因为 根据 % 名义 , 微 商 5 就 是 广 广 冲 最 ;而 由 于 拉 格 朗 日 方程 ， 


7 
' ax 


1 


现在 把 (40, 了 中 的 第 二 项 写成 
- 之 YYpidgt 一 以 卫 29 一 了 ozpl 
把 全 微分 4( 了 pg) 移 到 等 式 的 左 动 , 霸 改 变 所 有 的 和 号 ， 划 从 
(40 本 中 可 得 
dp = 于 bag da = 
L179) 
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微分 猎 呈 下 的 基 万 是 体系 的 前 量 ( 见 $6) , 当 宇 通过 坐标 和 冲 


量 求 表达 时 ， 革 铀 体系 的 哈密 里 玫 数 


Hp, Y= Spiq:— Lo (40,2) 
”从 坐标 和 溃 最 在 其 中 是 独立 变量 的 微 入 等 式 
| dH= A pAdgt Tdidp, + (40,3) 
我 们 得 出 卉 程 。 
由 ， 筷 一 一 fo (40,4) 


这 就 是 要 求 的 以 2 和 9 为 变量 的 运 劲 方程 ， 它们 改称 为 哈密 
蜂 方 程 。 宪 们 钥 成 23 个 未 知 夯 数 2 的 和 9 的 28 个 一 般 微 分 方 


稳 的 方程 粗 , 代替 s 个 由 拉 格 般 旦 方法 所 得 到 的 二 角 方 程 。 由 于 


拓 册 形式 上 的 简单 和 对 称 , 这 些 方程 . 也 叶 例 正则 方程 。 


哈密 上 顿 两 数 对 时 间 的 他 微 商 是 
A 8H OH oF 
dT 2 PD; 。 
各 果 疾 方程 (40, 国 中 的 名 和 忘 代 大 这 里 的 艺 , 那 最 后 两 项 下 相抵 
消 , 于 是 yy z 
: i ~ 0,6) 


特 基 是 当 哈 密 球 男 数 不 明显 地 与 时 间 有 关 时 , 那 末 qd/ 好 =0; 也 
就 是 认 , 我 们 又 再 次 得 到 了 能 早 守 恒定 律 。 
′ ”除了 动力 学 的 变量 9, 9 或 91% 外 , 控 格 衣 日 画 数 和 哈密 琶 


阔 数 还 包含 各 种 容 攻 ,这 些 容 量 是 描述 体系 本 身 的 特性 或 者 作用 “ 


在 体系 统 上 之 外 场 的 特性 的 。 假 定 是 这 些 贿 量 中 的 任 一 个 ;把 ， 
它 看 成 变 是 ， 出 代 蔡 (40,1) ,我 们 便 有 


- dL = EPG pd + ad>., 
而 代 禁 (40,3} 我 们 订 得 


NH SPAdgt Ydp— 


2 


1 


L$§ 40] . 葵 宅 帧 专程 6 


从 这 里, 我 们 得 到 联系 拉 格 盘 卓 面 数 和 哈密 顿 画 数 对 于 和 的 恨 微 

商 的 关系 式 

2 ) 231 
OA An Hh 3 

在 俩 徽 商 旁 的 指数 是 指 , 当 在 对 五 微 和 时 , p 和 9 是 不 变 的 ,而 在 

对 工 徽 牙 时 ,9 和 ? 是 不 变 的 。 

这 个 竺 果 可 心 成 男 灶 一 种 样子 。 假定 控 烙 其 日 丁 数 县 冰 工 = 
一 了 了 的 形式 ,其 中 二 是 基本 画 数 J 的 微小 在 无 量 , 那 术 ;对 
环 的 在 哈密 顿 画 数 豆 = 五 o 十 五 ' 中 的 补充 量 五 ' 同 五 之 六 的 关系 
为 


{40,8) 


(Ha= — (Lb)ago (40,71 

永 当 注意 , 罕 从 (各, 到 (40,3) 的 变换 中 , 并 没有 写 出 带 必 
的 项 ,部 潜 虑 到 可 能 有 的 持 格 朗 日 疼 数 对 时 间 的 明 最 依赖 关系 的 
项 ,因为 此 项 在 这 种 情况 下 ,仅仅 起 着 和 所 作 变 换 无 关 的 参量 的 作 
用 ， 像 公式 (40,6) 一 样 ,二 和 互 对 时 间 的 俩 微机 之 间 ， 也 由 下 列 


区 圣 式 联系 : 
,= -( 5 J z (40,8) | 


塘 -是 


1 训 求 在 和 包 卡 尔 坐标 、 凶 柱 坐 标 和 球 誉 标 中 ,一 个 贰 点 的 哈 答 师 贺 数 。 
答 : 在 迄 卡 和 汞 坐 标 Ty Hy 站 中 :; 


有 Hy。 
在 图 柱 举 标 ?7; 8; #* 中 : 
T= (Dr po 
诈 球 奉 标 + ;8p 这 :; 
T= -一 i 1 十 -二 Dr 6 9)o 
2， 斌 求 梳 子 人 起 动 的 计算 柔 未 中 的 哈密 避 辑 数 -> 


176 下 期 户 各 .| [Sb 


解 : 根据 (39; 40)， 在 能 (39, 1 了 D 中 通 污 溃 量 多 来 发达 速度 0 我 们 全 
得 到 
如 = 二- ~2froj+D。 


§ 4 和， 袜 遍 斯 闸 数 

在 菜 些 情况 下 , 当 变 换 冯 新 的 变量 时 ,上 比较 合适 的 不 是 把 所 有 
的 广义 这 度 都 变 为 冲 量 ,而 是 只 变换 其 中 的 一 部 分 。 与 此 相应 的 
变换 , 完 公 和 前 一 节 所 作 的 相似。 

为 了 着 写 公式 简单 起 见 ,我 们 首先 假定 ,总 共 只 有 两 个 广义 此 
标 , 用 9 和 起 东 它 们 ,并 进行 从 变量 9, 65,9, 到 变量 9, ,2p,E 
的 炎 换 ,其 中 是 对 应 于 坐标 9 的 广义 促 最 。 

拉 格 其 日 责 数 工 (9, 9,5) 的 微分 等 学 


和 L= 句 49+ 名 6+ 当 Se + 
aé 
‘ Pdgt pag+ G+ 全 at, 
由 此 得 到 


d(L— pq) =pdg— dp BE E+ 
引 久 一 画 数 (所 衣 拉 扁 斯 效 数 ) 


Rg, 2 Espd~L (41,1) 
其 中 的 过 度 9 应 利用 等 式 p 一 8 上 /8g 通过 站 星 ? 来 至 示 , 微 分 
z dR= — pdg+y dp - 计 上 一 人 2 i¢, 《和 2 
由 此 可 得 ， 
d= ;= -如 ， (41,8) 
a aR 2 __28 
壬 ~ 经 ,部 2 Cd 


把 后 面 商 个 等 式 代入 从 标 二 的 拉 格 衣 日 方程 ,我 们 便 得 到 


L$ 对 朱 蝙 是 剖 数 i177 


一 


a eR eR C41 ,6) 


由 此 可 况 , 垃 包产 丽 数 对 坐标 9 而 早 是 哈密 周 画 数 [ 方 程 (41,3) 1 
对 坐标 而 车 是 校 格 稻 日 而 数 [方程 (条 ,号 1。 
根据 一 般 的 定义 , 体系 的 能 最 


如 一 守 - 二 0 5 过 ~ 
把 (条 ,1) 和 (条 , 少 代 天 上 式 , 识 可 得 到 能 其 用 拉 岛 斯 渐 数 表示 的 
式 子 : 
BRE ges 0) 

这 个 公式 名 以 六 到 有 儿 人 毕 革 4 和 的 得 况 中 去 

拉 高 斯 沙 数 很 运用 , 特别 是 在 存在 循环 坐标 的 时 候 。 如 提 9 
是 循环 坐标 ,于 来 宅 们 不 明显 地 和 包含 在 拉 格 明日 画 数 中 ， 因而 由 
包含 在 拉 锅 斯 画 数 中 , 赋 以 拉 禹 斯 丽 数 只 是 jp, EE 的 画 数 ， 然 
而 ,与 循环 坐标 & 相对 应 的 冲 量 少 是 常量 [这 刀 可 从 { 导 3 第 一 
方程 中 得 出 ， 从 这 种 意义 上 来 苦 , 方程 ( 红 , 3) 不 答 出 任何 痢 的 麻 
西 ]。 把 冲 量 挤 成 它 生 的 让 定常 数值 后 ,方程 41, 站 


-总 AP, A Ey ~ 中) 
谈 盛 了 只 舍 坐 标志 三 各 因此 条 水 是 村 总 守卫 下 消 二 了 如果 
这 些 方程 可 以 解 册 ,知县 上 均 可 届 求 种 的 应 , 那 来 拒 宪 们 代 大 万 稳 
-284 6 6 
op 
的 右 妃 ,我 们 就 可 让 接 积 从 而 求 出 ot)o 


导 症 


消 类 御 环 坐标 yp; 9 是 欧 勒 角 ) ; 求 在 外 场 上 (Pp; 和) 让 对 称 陀 娃 罗拉 
乌 斯 画 数 。 
. 解 : 摘 格 朗 日 图 数 


4 
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= (6 +62 sin’ 8) + 怒 全 二 cos 全 3 一 时 (py 0) 
( 昂 和 35 习题 疝 。 拉 高 斯 西数 


和 


R=pyb—L= #7 sp CO 9 ~ 革 Gsin 0) +U (p, 8), 


此 式 中 的 第 一 苦 是 可 以 去 捕 的 常数 。 


8 人， 治 极 括号 
关 (p， 9 芒 是 一 侍 标 、 冲 量 和 了 时 间 的 画 数 。 二 出 它 对 时 疝 的 一 
微 商 
| af _2f af 
a -+ 及 喜 By tt Bp 2 
从 哈密 屿 方程 (40,4) 中 把 名 和 Gi 的 下 示 式 代入 此 式 剧 得 
H+) (42,1) 
.这 里 我 们 采用 了 符号 / | 
jn SOR a _ oH a / - 
(PS 让 5 (42,2) 


. 式 (42， 2 时 做 五 和 了 的 泊 检 括号 。 


我 们 知道 , 当 体 系 送 动 时 ,动力 学 变量 的 不 长 生变 化 的 评 数 
叫做 运动 积分 。 从 (42, 了 洒 册 i -0). 
可以 写成. 


- + -0, (和 加 
如 果 运 动 积分 不 吕 地 信和 于 时 间 ， 那 末 
{H?} =0, - 42, 4) 


邵 它 和 哈密 时 而 数 一 起 的 泊 松 括 导 应 等 于 霸 。 
与 (名, 色 业 假 , 任 何 一 对 量 /和 9 的 泊 松 括号 稳定 义 为 


oF, 00 .0 , 08. 492， 
Un 让 (42,5) 
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一 一 一 


泊 松 插 号 共有 下 记性 者 ,并 且 这 些 性 质 者 容易 由 定义 导出 。 
把 两 个 画 数 对 调 , 还 未 泊 松 括号 变 号 ,如 果 其 中 有 一 个 晤 数 是 
常 景 (e) ,于 未 泊 伦 括号 等 于 零 , 即 


(19} = — 9/9, (42,6) 
fo =0。 (42,7) 
其 次 注 有 . 
(fit fs = F909) + fa9}, . 《42 ,8) 
Cf 9} =f{f29) 十 .Pa 人 六 9 (42,9) 
取 ( 和 2, 吉 对 加 潍 的 展 微 商 可 得 


如 时 其 中 有 一 个 丽 数 或 g 是 坐标 或 冲 量 , 那 末 泊 松 括 号 简 
化 为 伍 获 席 : 


{fge} = 让 ， (42,11) 
{fpr} 一 一 让 4 (42,321 


公式 人 (421 可 以, 玫 方 证 ,在 (4 的 中 全 9= 9 来 得 猎 , 达 时 整个 
和 田 减 为 一 项 ,原因 是 29x7ag = 而 992/3p1=0。 丰 (各 ,11) 和 
(42,12) 中 该 了 等 于 4 和 和 我 们 可 得 
《Gy 一 口 ， {PrPxr} =0，, {pqn} = 人 Bro (42,13) 

在 三 个 从 数 所 组成 的 泊 松 括 号 向, 有 下 列 关 系 式 存在 : 

{Cf gh}} + {9th}) + th{f9}} =0, (42,14) 
它 吓 做 雅 可 比 恒等式 

为 了 证 明 宅 ,我 倍 来 注意 下 面 的 情况 。 根 据 定义 (42,5) , 泊 挫 
括号 (79) 是 变量 了 和 8 的 一 极 徽 两 的 双 纯 性 刘欢 羡 数 ， 因 此 , 比 
万 设 ， 好 10 者 是 挛 痢 了 和 17 的 二 拉 徽 商 的 线性 齐 次 两 数 而 
等 六 的 整个 在 边 部 分 是 码 个 麻 数 六 9 和 天 的 过失 微 站 的 
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线性 齐 次 夯 数 。 我 们 来 集合 包 合 了 的 二 报 微 商 的 各 项。 第 一 个 插 
号 内 没有 这 类 项 , 它 里 面 只 有 的 一 般 微 南 。 拨 干 列 公 式 引 人 硬 
性 微分 算 符 六 和 也: 
一 | Dg) = {9p}, Delg) = {hy}, 
个人 号 和 入 三 个 括号 续 成 象征 的 形式 , 那 末 
9th} TAA 9 = 9h7)} — {h{9f)) = 

= (DAF) — DD (N= (DDD, DD 
很 容易 看 出 ， 这 样 的 线性 微 疗 算 符 的 租 合 ,不 可 能 含有 的 一 般 微 
商 。 和 的 一 般 形式 是 


DD 
式 中 如 和 nr 是 变量 x， 02 的 人 下, 


ve om 2 
DD DN Bp De Bo Tt Dr。 Dr 


dE: 0 
DD tm ne Or 一 十 i Oz Bm 4 
疡 它们 的 差 加 a 
一 SS 
DD 一 DD 


也 是 算 符 , 但 只 包含 一 般 微 秀 。 由 中 可 昂 ,在 等 式 (42,1 人 的 友好 
所 有 售 了 二 地 微 商 的 项 都 相 五 消 寺 了 , 饭 然 ,同样 的 情况 也 适用 于 
画 数 9 入, 因此 所 有 未 达 式 也 都 恒 等 于 雳 。 
 ” 莉 检 括号 的 重要 性 贸 在 于 :和 如果 f 和 yg 是 两 个 运动 积分 , 那 末 
由 它们 记 粗 成 的 沂 松 括号 也 是 运动 积分, 外 z z 
9 一 常数 (42,15) 

( 汝 就 是 所 居 泊 概 定 理 ) 。 

如 暴 了 和 9 不 明显 起 顿 于 时 浊 , 刚 这 个 定 悍 的 臣 明 十 分 简单。 
在 雅 可 此 恒等式 中 合 h~= 甩 可 得 

(HU + gH) + {gy{ HE)) =0, 


] 


攻 泊 科 括 号 ， | 81 


一 一 Oo 


中 下 名 风 ， 妇 果 《再 9 一 0 并且 {Hf} -0， 划 必 有 fg)} =0, 
这 也 就 是 害 要 证 明 的 。 z 
如果 二 动 积分 明显 地 亿 各 于 时 间 ; 那 未 基于 ( 扣 ,1) 我们 号 惠 

县 (8 一 二 {fg Hig)}, 


焉 用 公式 (42,10), 秆 利用 路 可 上 比 恒 等 式 把 插 号 { 吾 { 19}} 措 成 另外 


网 全 , 风 人 
fo) = (gt + (f(g) ~ (9)} = 


A 


或 者 
ff9) = rg) + 400, (42,16) 

在 一 般 情 疯 下 的 泊 检 定理 的 赴 册 自 此 已 报 本 电 了 ， 

白 然 ,应 用 泊 松 定理 , 我 们 并 不 是 一 定 得 到 新 的 运动 各 人 ， 
为 运动 积 妇 的 数目 总 是 有 限 的 C28 一 1 个 ,其 中 8 是 自由 度数 )。 
某 些 情况 下 , 我 们 可 能 得 到 滥 无 意义 的 竺 了 一 一 泣 松 括号 后 党 
数 。， 击 在 另外 一 些 情况 下 ,新 得 的 运动 积分 ,可 能 只 是 蛛 举 运动 稳 
分 了 和 y 的 责 数 。 如 果 届 钥 不 避 生 前 一 种 情况 ,也 不 发 生 司 一 各 
情况 , 那 采 泊 松 括 导 给 出 新 的 运动 积分 。 


慷 题 


”1， 襄 求 出 质点 的 神 量 二 和 溃 景 短 怖 = [Erp] 的 简 卡 尔 分 量 所 租 威 的 簿 
松 掺 号 。 
解 : 上 遍 用 公式 人 2,13;) 可 得 到 


- 瑟 毅 可 - 
+ 下 二 一 A = 一 (pe py) = bss 


局 幸 还 可 得 到 消 个 公 这 : 
ay Dy = 总 1 Hy =pys 


A 
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茂 他 括 届 , 可 用 短 环 替换 指标 x yz 的 方法 求 得 。 

2. 斌 求 是 短 对 的 分 量 所 租 成 的 洒 松 括号 。 

逢 : 直接 积 据 公式 (42,5) 寻 算 可 得 

【下 一 一 虹 : { 一 Ally {MA — Ho 

新 然 不 周 粒子 的 冲 量 和 坐标 是 相互 独立 的 变量 ;, 那 来, 显然 , 加 题 1 和 二 
题 2 中 所 求 得 的 公 趟 ,对 于 任何 往 子 体 双 的 总 冲 量 和 总 促 最 答 也 痢 是 正 兢 
的 。 

,3. 就 三 明 

{P= 0, 

区 和 是 毕 标 和 这 重 的 任 宏光 向 图 雪 。 

、 解 : 汪 向 阔 款 只 能 以 r3, py rp 的 尊 合 形式 依 顿 于 向量 Y 和 也 的 分 量 ， 
因此 
对 Bpj3p 丽 彰 亦 是 如 此 。 游 户 到 直面 指出 的 机 分 法 出 , 所 要 求 的 关系 式 可 通 
过 根据 公式 (42, 晤 的 直接 去 条 来 机 输 。 

生 . 就 革 明 

{fH} = Inf) 

汪 中 了 是 隶 午 的 事 标 和 冲 重 的 向 是 画 数 ,而 # 是 轴 > 方 疯 的 党 位 向 量 。 

解 ; 任意 向 量 了 (r, pp) 可 福成 了 一 rpi 填 pos 十 [rgb]gs 的 形式 y 式 中 办， 
yz 9s 是 无 疝 画 数 。 应 用 公式 (42,9)，(42,11) ，(42,12) 和 驾 攻 3 中 所 茧 明 : : 
的 公式 ,可 以 通过 直接 运算 录入 各所 要 求 的 关系 式 。 


$ 43。 作为 学 标 本数 的 作用 量 
在 定 出 最 小 作用 其 原 理 时 ,我 们 研究 过 积分 
- S=|. Lat, / (48,1) 
这 里 是 沿 粹 定位 置 ga 和 go) 间 的 轨 缠 进行 积分 ,而 9 和 gq 是 
休 采 在 粮 定 时刻 三 和 己 的 位 翅 。 在 变 分 作用 量 时 ,比较 了 活着 中 
有 同样 9) 和 9) 值 的 邻 拓 地道 的 这 一 猴 分 之 值 。 达 些 丈 造 
中 只 有 一 条 对 应 闭 臣 洋 的 运动 ,过 就 是 积分 8 最 小 时 的 轨道 。 
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我 们 再 从 另 俱 一 个 角度 来 看 作用 重 这 一 概念 。 就 是 把 8 看 
成 描 蓉 沙 鞭 实 加 道 之 运 汝 的 特 虱 的 量 , 兰 线 较 它 在 具有 相同 超 点 
gl) 二 9 但 是 在 时 齐 所 省 过 不 同位 置 的 那些 要 道上 的 值 。 换 
包 语 说 ,我 们 把 对 筑 实 培 道 的 作用 量 积 分 看 成 积分 上限 的 坐标 值 
”的 画 数 。 
在 从 一 个 娄 遵 转 到 另外 一 个 和 邻近 的 地 省 时 ,作用 量 的 变 

化 (在 一 个 自由 度 的 情 疯 下 ) 由 式 (2, 访 , 印 
: ‘fy ts 

38= 539| + 各 )3g a : 

糙 出 。 隐 然 拒 实 运动 的 轨道 满足 拉 格 衣 日 万 种 , 那 示 这 里 的 积分 
就 将 等 于 雾 ， 在 第 一 项 中 , 假定 在 于 限 8g (0 一 0, 而 8d(a) 简单 
地 素 示 为 69， 同样 把 35/84 换 成 5 后, 我们 最 后 得 到 88 一 9039， 
或 者 在 任意 多 个 自由 度 的 一 般 粮 驶 下 
68 = 2 pg o (43,2) 


从 这 革 素 式 可 得 出 糊 茧 :作用 量 对 坐标 的 慨 徽 商 等 于 相克 的 
冲 曹 , 序 


05 -p . (48,8) 


| 当 我 们 研究 在 其 定时 划 五 从 粮 定 的 位 置 9 开始 , 但 是 在 不 
疗 的 时 草 所 = 烙 束 于 船 定位 填 92) 的 那些 环 道 时 ,同样 可 以 把 作 
用 量 理 解 为 时 间 的 妃 西 数 。 应 用 适当 的 积分 的 变 共 法， 可 以 求 册 
在 这 程 间 义 上 素 理 解 的 住 微 尚 3516 。 然 而 用 下 烈 往 法 处 理 , 应 

用 我 们 已 知 的 公式 (43 .及 更 为 简 草 。 
棋 据 作用 量 本 身 的 定义 ,在 胃 造 上 它 对 于 时 间 的 候 微 次 等 汗 


jy 
= Po \48,4) 


男 一 方面 , 村 上 述 作 义 上 把 5 香 成 坐标 和 时 责 的 而 数 时 ,， 利 用益 
起 (49,8) ,我 们 便 有 


194 - 平邮 7 程 f 药 怀 而 ] 


dy 88 ,a8 
本 + 一 全 和 -+P 


比较 两 式 可 求 得 
a 一 天 一 之 P11 
最 后 可 求 得 。 
ag . . | | 
ri (48,5) 
公式 (48,3) 和 和 (438, 站 可 一 起 写成 下 式 : 


和 


这 是 作用 量 作 为 在 (43, 切 中 积分 圭 限 的 坐标 和 时 泗 的 丽 数 之 全 微 
秀 纹 未 式 。 现 在 假定 ;不 只 是 改变 运动 灼 点 的 坐标 (和 时 间 ) ,同时 
也 改变 运动 的 起 点 。 显 然 , 与 此 相 适 应 的 & 的 变化 ,将 由 表达 式 
《48,6) 在 两 头 的 差 输 出 , 即 

dS = =p dg HO Sp dg + HV a (48,7) 

这 关系 式 本 身 业 已 穴 明 :在 返 动 时 ,无 枉 外 界 尘 体系 的 作用 怎 
和 样 , 它 的 未 状态 都 不 能 是 起 始 状 态 的 任 潼 夯 数 ,只 有 等 小 (48,7) 
右边 部 分 是 全 徽 分 的 那些 运动 才 是 可 能 的 。 因 此 ,和 拉 格 和 裔 日 贾 
数 的 具体 形式 无 关 的 最 小 作用 量 原 理 存在 的 事实 本 身 , 也 烷 可 能 
的 运动 加 上 了 一定 的 限制 。 例 如 ,对 于 从 空 需 一 定点 ,向 外 面 飞 出 
的 粒 潜 这 , 有 可 能 建 喜 -系列 普通 的 规律 \ 末 全 外 场 的 形式 为 转 
移 ) 。 研 究 这 些 规律 是 疡 请 几何 光 学 的 对 象 。 

值得 指出 , 如 果 把 坐 生 和 冲 量 看 作 独 起 变 和 分 的 量 , 并 根据 
‘48,6) 把 最 小 作用 量 的 条 件 写成 下 列 积 分 形式 : 


S = | pi gs — Ht) ， 43,8) 


那 末 哈 密 顿 方程 可 在 形式 上 出 它 导出 。 为 了 简 军 起 网, 再 次 假定 
只 有 一 个 开标 (和 一 个 种 基 ) , 拇 作用 量 的 变 分 为 


车 4441 放电 可 | 人 了 


35 —| opdg- Fpd Bg — S 这 ot sum 2 opal 
弯 换 第 二 项 (分 部 稀 分 ) 鞍 出 
a 
38 = [adn— 7 df) -PD OT —Js(ap- ! 0 
人 积分 和 限 上 , 我 们 应 设 89=0， 因 币 积 出 的 项 就 去 掉 了 。 因 罗 强 
和 34 是 任意 的 、 独 立 的 : 镜 下 的 表 法 式 等 于 窒 具 有 在 每 个 程 分 内 


乓 天 各 式 者 等 本 堆 的 荣 件 下 站 有 可 能, 内 挤 
_ a , Aart 


dt, dp = i 
用 必 除 后 ;我 倘 全 得 到 哈 窗 模 ! 力 笠 


5 手 ， 竟 培 督 原理 


力 尝 体系 的 运动 可 以 由 最 小 作用 量 原理 完全 确定 ; 解 从 这 一 
虹 焉 所 笠 渤 的 运动 方程 , 解 可 求 得 村 省 的 形式 ,又 可 求 得 存 秃 道上 
位 阁 对 - 宇 时 间 的 依 辑 关系 . 
和 如果 报 制 在 只 确定 孝道 本 身 攀 间 题 上 ( 癌 题 的 时 间 部 和 分 放 在 
一 入 时 天 为 了 这 一 目的 ,可 以 建站 最 小 作 几 重 原 型 的 简 华 形 式 ， 
取 定 近 烙 间 晤 画 数 ,而 同 拓 还 有 防 窗 地 画 数 椒 明显 地 包 舍 时 
旭 : 妈 此 体系 的 能 晤 守恒 : 
二 (2; 王 帮 二 常数 
下 最 小 作用 基 原 理 中 ， 我 们 将 不 比 带 体系! 三 寂 的 两 个 笑 定 位 
次 漳 ) 的 所 有 砍 运 增 ; 丽 只 比较 闭 此 应 足 能 量 ; 人 宁 恒 定律 ， 具有 能 其 
下 的 过 汉 。 积 从 对 这 样 变 从 的 标 小 性 ， 虽 不 是 作用 是 最 小 的 友人 
条 件 , 但 是 荐 必要 条 件 。 
把 作用 晤 号 成 (43 把 的 形式 ,并 描 其 中 的 画 数 五 (py 站 改 成 
党 里 翅 , 央 可 以 得 到 
A - |S di tn) 《44 ,1 


486 正则 为 程 [区 ] 


《我 们 用 如 表 东 运动 的 起 始 时 刻 ， 而 运 动 林 时 齐 阐 四 地 表 为 i) o 
此 式 宙 的 第 一 项 
总 0 位 », dg (44.,2) 
有 时 时 做 往 短 了 的 必用 量 。 
显然 ,在 能 量 为 常数 时 , 对 作 上 用量 的 变 分 , 就 是 对 六 短 了 的 作 
用量 的 变 分 。 为 了 利用 人 这样 的 变 分 原理 ,必须 预先 通过 坐标 9 和 


后 的 微分 949， 来 梁 示 冲 量 及 (44.2) 中 的 所 有 稚 积 式 。 为 此 必须 应 


用 定 尺 证 是 的 式 子 


如 “ - 
2 (44,3) 
及 能 量 守恒 定律 的 方程 - : 
Eg, 0)=B。 (44,4) 


从 此 方程 出 发, 通过 坐标 9 和 他 们 的 微分 dg 来 夫 达 微 办 ii; 并 代 ， 
入 公式 (44,3) ,于 未 我 们 便 通 过 和 dy 来 表示 冲 量 了 ,而 且 能 量 


召 将 起 参量 作用 。 这 样 得 到 的 变 分 原理 ,决定 体系 的 赂 道 ;这 原理 
通常 做 莫 带 上 夺 理 ( 遇 然 它 精确 的 定义 是 由 拉 阁 妆 E 日 和 欧 勒 答 
出 的 )。 

近 格 般 日 画 数 一 般 的 形式 全 ,加 是 动能 和 位 能 的 差 ; 


工 = 半 六 tx q) gq — U9), 
我 他 总 明显 的 形式 下 来 对 它 作 上 上进 处 理 。 这 时 神 量 
5 a 一 之 fi wg) gr 


而 能 景 gly a (qq: + U (gq)o 
负 了 于 后 一 等 式 我 们 有 


Ta wlqdqe, 和, 
2 —U) (40) 


， 
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把 此 式 代 大 


Sp di 一 六 on ci 


恒 得 到 下 面 形 式 的 条 短 了 的 作用 芋 : 


So | VI Srag a (44,6) 
贷 如 ,一 个 实 点 的 动能 


mad? 
二 一 到 (和 
(畜生 玉 是 末 子 质量 ， 是 霄 道 普 元 ), 因而 确定 圭 道 形 负 的 变 牙 
原理 是 
引 \/ 玩 (EU a=0, (44,7) 
这 里 是 在 空间 两 葵 定 点 关 取 积 牙 。 这 种 形式 的 原理 是 看 可 比 提出 
的 |- 4 
在 伟 点 自由 运动 的 精 况 下 , =0, (44,7) 烙 出 意义 不 大 的 缚 
果 
| d=0, 
印 质 点 党 最 复 途 径 - 一 一 直线 再 运动 。 
我 全 再 蔚 到 作用 量 的 表达 式 ( 和 站 上 上 , 这 英 我 们 对 大 量 吾 来 
变 人 好 宅 。 作 用 量 的 这 个 变 分 等 所 :二 的 条 件 欠 出 


“ 2 SE (ft NdE=0 


Se ， 
全 一 如。 (44,8) 


对 (44,6) 形式 的 第 短 了 的 作用 蜂 , 这 个 等 式 化 成 关系 式 
[WT 
EU) 2 
这 关系 式 不 是 别 的 ;就 是 方程 (44 的 积 共 。 世 和 晓 道 石 程 一 起 ， 


(44,9) 


4133 开 则 2 了 程 t 荣 - 蔬 凌 : 


就 可 完 双 确定 运动 。 


成 亚 分 麻 理 ( 持 , 站 出 发 求 籁 道 的 微分 方程 ， 
解 : 进行 变 分 ,我 们 就 有 
rir } 


引 jw 五- 万 Ta=—| 3 UV rl 


| a BW FE-U 
”在 第 一 项 中 浇 亏 到 d= 季 ?; 因此 如 入 =dr Vr 在 这 项 中 进行 分 部 积分 ， 
然后 诸 托 积 式 子 中 的 届 的 系 狼 等 于 需 , 我 们 恒 得 到 加 道 的 微分 方 称 


2V 五 = EUS (VE- FT =- 和 - 


算 用 等 起 左边 的 微风 ， 再 3 入 F= ~ /2r) 轧 把 微分 方程 写 万 
dr 一 (FF 


da 二 sD? 

式 中 t=/ 而 是 向 道 切线 的 常 位 向 茧 。 深 下 一 (BL)t 是 力 在 款 道 法 向 上 的 . 

分 章 F;。 凡 微分 几何 知道 ， G3 /903 一 Qt yd 等 于 nfR) 式 中 居 是 丘 道 的 申 

计 站 各 ， 而 nn 是 款 道 主 法 独 上 的 第 位 商量 。 于 5372 代 的 五 ~ 我 们 得 划 
n =F,, 


让 和 已 权 知 道 的 曲 艳 运 却 的 法 向 加 汗 庶 公式 相 许 合 ， 


§ 45， 正则 变换 
广义 坐标 9 的 移 择 不 受 任何 条 件 的 限制 ;它们 术 是 年 何 党 
值 确 定 体 系 在 容 闻 的 位 置 的 * 个 量 。 摘 略 朗 绅 方程 的 外 形 与 这 样 
的 选择 无 关 , 因 而 在 这 种 意义 下 可 以 谣 , 对 于 从 坐标 9 0 … 到 
任何 另外 独立 晤 色 ; Qa; … 的 变换 而 谨 , 拉 格 朗 日 方程 不 变 , 产 坐 
标 @ 是 旧 举 标 9 的 画 数 , 并 且 这 种 选择 也 是 主 可 的 , 当 作 这 和 媳 选 
择 时 ,它们 之 阅 的 关系 还 显 合 时 前, 名 所 说 的 是 变 柳 
OQ = A (Ab, 1) 
《 奋 峙 ,把 它们 叫做 点 变换 ) 。 
除 拉 格 朗 日 方程 外 ,在 进行 变换 {45, 巧 时 ,很 显然 还 有 哈密 颇 


上 5 正 -出 变换 1&9 


方程 {d 扣 ， 全 碍 保持 有 已 的 形式 然而 , 有 蛤 密 是 方 各 在 实际 上 万 许 
旭光 矢 类 的 变换 。 这 月 然 是 因为 在 哈密 顿 太 法 中 , 症 量 2 像 坐 标 
4 一样, 也 起 狂 站 变量 的 人 作用， 因此 变换 这 一 概念 可 以 扩大 却 
包括 28 个 独 玄 变节 六 和 7 治 间 的 让 量 己 和 岛 , 依 下 面 公式 的 变 
换 : ， 
凶 一 秽 休 作 ， YD P= PP, ,+t)o 2 
许 订 变换 种 类 的 此 稀 扩 大 是 力学 的 哈密 晨 方 法 科 本 的 优点 之 ~…。 
然而 萎 邓 是 部 ,在 进行 任 囊 形 如 人 dp, 2 的 变换 时 ,运动 互 程 名 


持 间 已 的 正 刷 形式 ， 现在 我 们 来 求 变换 要 满 是 怎样 的 条 件 ， 冰 能 


司 在 务 变 量 了 ,总 时 运动 方程 失 有 下 列 形式 ; 


0 0 .485.3 
i BpP, 1 + OD 【生生 全 


式 路 姜 ” 证 - 一 新 的 哈密 邮 H 甸 数 1 于， 册 。 能 作 到 这 碟 的 变换 加 -做 
正则 变换 、 


可 下 下 面 的 下 朋 来 求 得 正 因 灾 斤 肥 式 。 在 48 未 尾 我 们 从 


标 指 得 ,只 守 和 方程 可 从 下 而 形式 的 最 小 作用 有 天 原理 求 得 : 
| Gp -He )-0 .48.4) 


插 昌 蒜 江 普 分 所 有 的 华 基 有 有 是 )。 . - 
为 了 和 便 狐 这 最 玉 肿 [ 身 出 注 是 脸 害 钥 方 程 , 最 小 作出 景 原理 


jj 全 P, di HH! dt)=0 i 
车 它 钻 由 谨 当 起 宰 ， 汗 人 往生 和 ( 李 , 国 中 的 稚 积 式 子 仅 村 其 一 个 


举 标 ; 冲 妖 和 时 向 的 许 辣 次 数 上 二 的 邓 微 因 时 , (45,4) 和 (45,) 这 滑 
个 最 全 作用 入 康 理 隆 每 效 ,这 时 两 个 积分 之 差 将 是 在 变 苍 时 不 起 
作 肌 的 常量 :57 在 了 贾 积 分 限 上 的 蔗 )。 由 吡 可 见 , 应 该 有 

Spdo Hd TPad— HA'dtt a 
- 托 何 站 四 蛮 换 ， 部 调和 月 已 的 所 刘 变 摘 的 导 引 五 效 地 来 表征 。 花 二 


昌 


了 00 正 划 方 葵 上 种 二 全 


列 关 系 式 号 皮 


dF mS ndg— EPad tH'—H)d, (45,6) 
我 们 可 以 看 出 ， 
DB p__ aF 
2 


这 时 假 党 导 引 两 数 了 是 已 知 的 新 旧 坐 标 (和 时 间 ) 的 曾 数 : 万 = 
= 五 (g, QQ, 从 。 在 醒 数 了 已 妓 知 出 的 畏 况 下 , 公式 (45, 7 建立 起 
旧 变 量 (2， 从 和 新 变 县 (P,Q) 之 下 的 关系 ,同时 还 答 出 新 哈密 晤 
画 数 的 裘 法 式 。 

” ”不 通过 恋 量 9 和 长 达 导 引 画 数 ， 而 通过 间 举 标 9 和 新 溃 量 
PP 来 表达 导 引 省 数 可 能 会 方便 些 。 在 这 种 情况 下 , 为 了 要 推出 正 
剧变 换 颁 式 , 应 该 在 关系 式 (46, 6) 中 进行 适当 的 勤 冬 得 尔 变换 。 
就 是 识 , 把 它 收 写成 

z dPHEPQ) = pdgt EQ dP (H'— Had, 

等 式 左 边 微 秀 符 号 下 的 式 子 当 通过 9 和 已 玫 达 时 ,就 是 新 的 时 
两 数 。 开 (9, 了 ,表示 华科 们 就 有“ 


_ 1/ op , 

P58) 

用 闫 似 的 方法 可 得 该 时 引 国 数 仅 依 束 于 变量 pp 和 Q,， 或 者 仅 
依 炽 于 名 和 了 了 的 正 出 奕 模 公 式 。 


应 该 据 出 ,新 旧 哈 密 神 画 数 之 天 的 关系 ,永远 可 用 同一 利 方式 
家 迷 , 部 差 耳 ' 一 喜 由 早 引 放 数 对 时 间 的 偏 微 商 答 碎 ， 苇 别 是 ,如 
杂 导 引 画 数 不 依 奈 于 时 阅 , 那 未 玉 '= 瑟 。 换 句 话 山 , 要 在 这 种 情 


. @ 应当 指 册 , 取 形 凑 为 . 
= f(a, Ps 

的 导 引 画 数 后 ( 沈 中 基 仔 淤 丁 数 ) , 我 全 将 得 济 使 新 学 标 入 一 六, 用 的 变 摸 , 世 部 

是 使 新 坐标 只 用 旧 和 坐标 ( 但 下 用 种 量 ) 来 天 达 的 变换 。 这 些 部 是 点 变 坟 ,它们 自然 是 下 

到 变换 的 特 际 形式 。 
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沈 " 下 得 类 痢 的 哈密 懒 丽 数 ， 只 须 把 在 态 中 的 最 9 用 新 变量 卫 ， 
来 表达 奖品 了 。 

正 即 变换 的 三 证 ,在 很 天 程 谍 上 已 使 哈密 帆 方 纺 中 广 辟 毕 标 
和 和 广 刻 溃 最 概念 到 和 失 其 原 好 意思 。 斌 然 变 换 (465,2) 使 得 成 ,所 中 
的 每 一 个 量 话 涪 坐 标 9, 驻 同 仲 便 联系 了 起 炉 , 那 未 变 竹 日 就 
已 经 没 洗 纯粹 空间 坐标 的 意义 了 .两 组 变量 e 之 并 的 入 有 曙 ,基本 上 
只 是 名 称 的 不 同 了 。 这 种 情 带 非 篆 明显 地 表 儿 在 ,比方 二 ,全 一 六 
P= 一 %G 的 变换 中 ,这 一 变换 显然 不 改变 方程 的 正则 形式 ,而 仅 
仅 合 坐标 彩 ! 和 计量 互 换 而 已 。 、 

上 于 仿 称 是 假定 的 ,在 哈密 下 访 法 中 的 变量 和 9 常常 租 称 
为 正 影 共 荫 要 。 

加 的 条 件 , 可 用 拍 松 括号 来 表示 。 为 此 ,我 倍 业 着 明基 
于 泊 栓 打 号 要 半 下风 变换 的 不 变性 的 普通 息 理 。 

这 《fn 是 了 和 7 的 泊 松 括 导 , 着 且 在 世 中 是 对 变量 2 和 
9 进行 微分 ,而 《f9)s,o 是 对 正则 变量 卫 和 外 染 徽 分 的 泊 松 揪 号 。 
碧玉 


{f9)s.0= (fg) p,0e (45,9) 

应 用 正 曙 变换 公式 进行 在 接 运算 ,可 以 淖 实 这 一 关系 式 的 下 
确 性 。 但 也 可 以 不 进行 运算 而 只 用 下 面 的 讨论 来 证 实 ， 

首先 可 以 乔 册 ,在 正则 变换 (6, 站 或 (465,8) 中 ,时 间 起 并 参量 

的 作用 。 因 此 如 果 我 们 能 证 明定 理 (45,9) 对 不 查 缕 依赖 于 时 加 的 

量 是 正和 确 的 话 , 那 末 它 在 一 般 情 沈 下 ;也 是 正确 的 。 现 在 我 便 纯 处 

形式 地 把 一 9 舌 戌 某 一 假想 体系 的 哈密 丫 催 数 。 根 据 侠 式 (42,1)， 

这 时 《fg9)p,4 一 27 /Qt。 但 微 商 27 /qi 只 可 能 与 (我 们 假想 体系 的 ) 

运动 性 质 有 关 , 而 与 变量 的 选择 无 关 。 因此 ,从 一 租 变 量变 换 到 如 


这 时 证 广义 中 是 和 久 纹 标 两 籽 这 本 一 巧 者 注 。 
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一 般 变 量 时 , 泊 松 括号 也 不 可 能 改变 。 

由 下 式 (42,18)7 和 定理 (435;,9) 可 得 ， 

(We) ng = 0, PPr} ,4—0, Pe, oa—= ro LA,10) 

入 就 是 应 用 泊 松 括号 所 写 出 的 , 为 了 使 变换 pg-> 了 站, 负 为 
正 姑 变换 新 谈 量 所 必须 满足 的 条 件 。 

值得 沸 出 ,就 是 在 运动 中 , 量 p, 4 的 改变 也 可 汀 作 正 出 变换。 
切 一 看 法 的 漆 思 如 下 。 计 29 是 正则 变量 在 时 测 t 的 秆 ,而 %.,;， 
sr 是 第 们 在 另 一 时 刻 1+z 的 值 。 后 者 万 是 前 者 (以 及 作为 做 粳 
的 间隔 的 大 小 ) 的 某 种 医 数 : 

rrr = Py 7) Prrr=PGy Pey To 

如 果 把 这 些 芭 式 汪 成 从 变量 9 2 到 训 毛 griiy przs 的 变换 ， 周 水 
这 将 是 正 助 变换 。 姜 实 上 ,最 qi47; pis 像 变 量 0 2 一 样 测 里 正 
天 方程, 它们 之 阐 的 状 别 ,仅仅 在 于 时 图 计算 起 点 不 赔 。 


48， 刘 凤 定理 

为 了 使 力学 现象 能 得 到 玫 何 上 的 解释 ,常常 应 用 所 给 柜 空 间 
,这 一 概念 , 相 容 两 就 是 25 灯 空 间 ,， 体系 的 。 个 广义 坐标 值 和 * 个 
产 义 总 量 值 安放 在 它 的 坐标 轴 上 。 空 间 的 每 一 点 都 对 应 省 力学 体 
系 的 确定 状态 。 当 体 条 运动 时 , 表 东 它 的 相 点 在 相 空 阅 中 遂 册 一 
道 黎 来 ,这 炎 叶 做 相 性 述 。 . 

棋 分 的 生 积 

a — dg ‘09 人 人 1 

可 看 必 相 空间 的 “体积 元 ”。 现 在 我 们 米 研究 积 女 | 7 ， 这 是 对 相 
空间 某 一 区 域 的 积 修 , 它 麦 示 蔽 区 域 的 体积 。 我 们 素 芷 明 ,这 -一 数 
最 有 相对 正 弄 变换 的 不 变性 的 性 质 ， 郎 如 果 进 行 从 变量 p，4 到 
了 ,8 的 正 有 剧变 换 , 潮 末 8， 9 空间 和 忆 @ 空 闻 的 对 应 区 城 体 积 
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| . | ly dp, -ap.—|- ‘Jan, dh APs dP,, (46,1) 
二 家 都 知道 ,在 重 积分 中 的 变量 的 变换 我 :K 而 呈 式 进行 : 
| 。 fa i dn dP, wn dP,= | -2 Ea rs 半生， 过 用， as dn ， 


了 
Do= | [Oy- Pr, 46 0 


A 
是 内 请 变换 的 路 可 比 式 。 因 此 ,证 明定 理 146,11 时 和 灶 为 证 胡可 邯 
本 拧 的 路 可 比 式 竺 于， 印 z 
D=1. (46,3) 
拒 倍 求 应 用 已 知 的 中 可 比 式 的 一 个 性 贤 , 印 在 菜 和 意义 上 ,可 
容 儿 可比 式 罩 威 侧 式 的 这 种 性 奸 。 用 2 … 新, 让 站.: “内 分 
子 和 [分 由 ”我 俩 便 得 到 


Do- OQ Pi) /Og gs Pyeipe) 
Og PI) BE Fs) 


根据 用 可 比 式 的 妨 一 个 大 家 知 症 的 更 刚 , 名 加 时 在 维 可 斑 式 的 “ 委 
于 和 及 外 性 *" 中 出 现 间 样 的 量 时 ,只 可 注 式 可 尼 成 这 量 迷 少 的 其 可 


是 。 办 此 
ke 人 OA 
“ 和 | 


TI 一 0 ! 1 村 
(lq, 9) 到 


哉 镜 来 研究 一 下 中式 牙 子 中 的 雅 可 比 式 ， 荡 冠 祥 ,， 这 是 一 个 
遇 元 索 695 第 宇 行 和 第 天 列 的 元 素 ;: 所 组 成 的 * 办 行列 式 。 
伐 助 产 ( 引 ;3 形式 下 的 导 引 币 煞 多 (9 三) 康 作 一 个 正剧 变换 , 我 
情诗 虽 [ 
8 oD 
A Oy PP, 
以 国 样 的 方式 可 求 得 式 (46, 和) 分母 的 行 痪 式 的 7 元江 等 于 
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2 下 /8gaPx 。 和 这 就 是 设 , 两 个 行 更 式 的 差别 ,仅仅 在 于 把 行 换 成 刻 
和 把 烈 换 成 行 。 因 此 它 倍 相等 ,于 是 关系 式 (48, 才 等 于 王 , 这 就 是 
所 要 的 证 明 。 

现在 收 我 们 想 懈 相 空 间 中 一 小 区 城 , 其 中 每 一 点 都 在 扶 所 研 - 
究 力 学 体系 的 运动 方程 随时 移动 。 这 样 一 来 , 整个 区 域 也 都 将 黎 
动 。 但 这 时 尼 的 体积 号 不 谈 的 : 


far= 常数 (46,0) 
东 一 尚 资 ( 即 所 请 刘 将 定理 ) 可 表 接 从 相 体 积 在 正 删 变换 时 的 不 变 
性 , 以 及 在 运动 中 py 9 的 改变 也 可 否 作 正 肌 变换 (上 节 来 尾 已 指 ， 
出 ?这 一 点 得 出 。 
用 混 至 类 羽 的 方法 可 证 明 积 从 . 
{| 且 Qo ps; 


jj 及 dq dp Gg gps 
的 不 变性 ,其 中 积分 是 沿 着 相 空 间 中 的 二 杂 , 玛 杂 ,…… 的 簇 来 进 
行 的 。 , ,. 


$47. 险 窗 额 - 雅 可 比方 程 
在 和 8 中 甬 引 入 了 坐标 和 了 时 间 的 菌 数 的 作 骨 量 的 概念 。 我 
们 出 指出 过, 让 一 酌 数 89 起 对 时 前 的 癸 徽 南 和 哈密 幅 酌 数 间 有 
天 条 式 
2 


”′ BB -s+ Hlg,», DD) =0, 


而 它 对 坐标 的 健 徽 南 等 于 串 量 ，。 把 哈密 顿 夯 数 中 的 冲 鼻 儿 依 此 换 
孔 徽 商 257 39, -我 们 便 得 到 方程 


L§ #7] 哈 知 思 - 舍 机 些 沁 和 Ee 


A 63 eS . _ 
St H(g, sy pp 1 ge i)=0, 47,7) 


画 数 St9, 如 应 生 足 这 一 太 程 ， 这 是 一 报信 微分 方程 ; 宅 中 做 哈 窗 
粳 - 雅 本 比方 程 。 

队 拉 烙 朗 日 方程 和 和正 出 方程 外 ,哈密 晤 - 雅 可 比方 程 也 是 各 从 
证 动 方 程 的 一 个 刷 壳 方 灯 的 直 础 。 

在 评述 这 一 方法 之 前 :我 们 证 区 手 示 一 点 ,就 是 任何 一 般 伍 微 
分 方程 都 有 一 个 恢 否 于 一 个 任意 画 数 的 解 , 这 个 解 时 做 方程 的 瘟 
过 积分。 然而 , 在 万 学 的 点 用 中 ， 起 主要 作用 的 并 不 是 险 密 瑚 ~- 允 
可 上 比方 程 的 普 逼 积 共 ,而 是 党 的 完全 积 人 只 ,这 个 积分 是 俑 伍 从 
程 的 解 , 它 合 有 的 任意 常量 的 数目 ,和 方程 中 独立 变量 的 数目 
同 、 . 
在 咏 密 瑟 - 牙 可 比方 程 中 ,时 疝 和 坐标 是 独 站 变量。 因此 对 8 
个 自由 搜 的 体 双 而 普 , 这 方程 的 完全 积分 应 合 有 3s 十 个 任意 常数 ，。 
在 这 种 悄 况 下 ,上 册 于 副 数 访 羽 仅 以 自己 的 微 南 存在 于 方程 吊 , 因 此 
完全 各 分 的 任 总 常数 里 ,有 一 个 党 数 应 训 以 相 加 的 方式 出 更 ,也 就 
是 说 ,哈密 下 ~ 雅 可 比方 程 的 完全 积分 只有 下 齐 形 式 : 

SS=Fity gs Gr os) = A, (47 , 2) 

其 中 ap 和 4 是 任意 常数 出。 


a 


人 科 昌 村 只 窜 加 - 准 可 比 石 姓 的 普 温 商号 沼 荔 全 类 前 埋 不 才 杰 ， 世 我 和 指出 ,和 如果 
已 知 : 定 全 织 叶 的 亩 ,就 能 够 来 出 它 。 为 此 我 司 品 为 基 二 基 其 他 祝 数 的 任 滞 部 数 : 
Sf fy Cl Oe) A 7 eo 
根据 4 个 条 任 sy 
Ci 
前 驮 妹 和 时 闻 摔 柄 效 兴 本 营 mi， 我 傅 得 到 的 傅 蔡 子 任 丫 亢 数 A {az 起 的 
闸 带 积 壬 。 上 机 实 上 ,于 出 此 短 用 的 加 数 3, 我 科大 


By as BI YY Boar _/ a8 

0 一 人 Gqi 小 +(e ) ce ( 9 )。 
本 C9597) 满 星 险 害 四 -外 机 比 洒 程 ， 辐 汶 根据 慨 定 ;六 寻 ;9; 8) 大 这 塘 覃 的 完全 积 
寺 。 所 及 和 祝 商 O30gs 世 漠 足 [ 从 寂 顿 - 犬 可 比方 程 。 | 


本 办 ， 


了 天 下 则 方 证 [第 工 准 j 


-一 一 一 -一 一 一 一 一 一 .一 一 - 


吕 在 牧 们 来 考查 哈密 可 - 雅 可 比方 各 的 完 积分 和 牧人 威 兴 

私 的 这 动 方程 的 解 之 因 的 关系 。 为 此 , 我 们 进行 由 量 9, 2 到 新 变 

量 的 正 刚 变 换 ,并 选 yG; go 作为 导 强 画 数 ,而 选 量 mg， os，… 

作为 新 站 量 。 新 坐标 我 们 用 B,， 68:，…, B, 裘 未 。 由 于 了 导 引 两 数 
恢 轰 于 旧 坐 标 和 新 冲 量 ， 因 寺 我 们 应 谈 应 用 仅 式 (45,8): 

pW B= FH'=H+., 


拓 本 数 了 清 足 咏 密 术 _ 中 可 比 为 如， 那 来 我 们 可 以 看 出 , 新 
哈 赛 幅 画 数 恒 等 于 零 : 
H'= =H+ 人 = 再 二 -2 一 0。 


也 坟 刀 变 量 的 正则 方程 用 & =0, 应 =0 的 形式 ,由 此 可 得 
一 常数 ，8 一 常数 。 (47 ,3) 


荔 一 方面 ; 个 方程 


太 葵 用 时 腊 和 i 2s 个 常量 a 及 有 来 表示 s 个 坐标 提供 了 可 能 。 因 
此 我 们 便 求 得 运动 方程 的 普遍 积分 。 

直 此 可 见 ,应 用 哈密 顿 - 只 可 二 方法 订 解 决 力学 体系 运动 的 奖 
题 , 寻 娃 为 如 下 的 运 符 ， 

模 据 哈 密 顿 丽 数 写 出 哈密 名 -号 可 拷 方程 , 求 得 中 方程 的 完全 
积分 {向 ,2)。 对 任意 常数 « 秘 分 它 ,并 使 之 等 于 新 的 常数 6, 这 和 样 
就 得 到 * 个 代表 方程 的 方程 租 
2 pg (47, 4) 
解 这 方程 组 ， 我 们 就 得 到 作为 时 间 和 2 个 任意 常数 的 画 数 的 歼 标 
9。 然 后 冲 量 对 时 间 的 全 处 关系 可 由 方程 jy 一 25799: 求 得 。 

如 果 我 们 有 哈密 顿 - 引 可 上 比方 程 的 不 完 奋 税 分 , 它 所 依赖 的 性 
意 慌 数 洒 于 * 个 , 那 示 虽 屿 我 们 不 能 用 它 求 得 至 运动 方 强 的 普 吉 


! i 4 | 嚼 克 亚 昌 


积存， 但 是 可 使 求 一 般 积 女 的 问题 前 化 。 器 如 讼 ,如果 已 知 全 有 一 
个 侍 意 常数 a 的 加 数 访 , 那 未 关 医 式 


ON 
Cy 一 常数 


粹 由 一 个 联系 9 的 和 的 方 各 。 
妇 果 高 数 于 本 上 明明 地 依 名 于 时 丫 ， 也 就 是 襄 体 又 是 包 下 的 ， 
册 未 险 窗 赂 - 趴 可 比方 程 特 取 更 通 办 一 此 的 形式 。 放 时 ,作用 捷 对 
于 讨 击 的 依 办 关 陵 姑 和 邯 为 加 上 一 号 凶 - 
六 一 Sr 一 了 CHE) 
时 $4 代入 (C47, 二 ) ,我 们 得 到 对 于 类 类 了 的 作用 量 S019) 的 给 
常 丹 - 了 纵 可 此 方程 


H{g,, “9 Ev 和 a = 。 人 
5 昭 ， 分 高 变量 


在 一 邓 放 重 对 的 情况 下 ,; 防 密 蜂 - 雅 可 比方 程 的 完全 积分 .可 
用 分 离 变量 的 万 法 求 得 ,这 一 方法 的 实质 如 下 。 
骨 定 认 ; 在 险 罕 顿 - 雅 可 比方 称 里 , 某 一 坐标 ,我 侧记 员 强 
示 宪 ) 及 与 之 相应 的 微 商 258 29:， 仅 以 某 种 粗 合 g( 9 -3 ) 从 
或 出 更 ,而 达 笠 和 龙 合 中井 杀 包含 其 他 坐标 :或 时 得) 和 向 商 , 也 况 是 
论 , 方 程 具有 下 刘 殿 式 :: 
as Ey As i 
oj, +， or 1 p( gs: Bg =, C4 ;1 
其 中 用 包 琢 示 陈 向 外 其 余 所 有 坐标 的 集合 : 
让 这 让 请 六 下 ， ee 求 下 耐 形 式 的 解 : 
总 一 六 "0 1) oy, { 45 人 
把 此 式 代 和 方程 48,1) 便 得 测 : & 


法 
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| Bq, + 人 9 Ca ’ v (gs, $+ Se) 0 (48,3) 


很 定 悦 解 (48, 2) 已 找到 了 。 那 来 把 它 代 久 方 各 (48, 8) 后 , 方程 


(48,3) 就 应 变 成 恒等式 ,而 这 一 恒等式 在 和) 为 任何 值 时 都 是 正确 . 


和 的。 但 是 当 Hh 变化 时 , 只 有 峡 数 Y 可 能 变化 , 因 星 等 式 (48,3) 的 
恒 等 性 要 求 巩 数 w 本 身 是 常数 。 于 是 ,万 程 (443,8) 就 分 成 了 两 个 
为 程 : . . 
g{ 人 0) 一， (48,4) 


ON r 
Gjgt ? 0 一 从- ,of =0， = (48,85) 


其 中 a 是 任意 常数 。 上 而 第 一 个 是 常 徽 从 万 稳 , 溃 数 5{q1) 可 由 


它 经 过 简单 的 积分 求 出。 此 后 还 剩 下 偏 微分 方程 (48，8)， 俱 其 中 
独立 变量 的 数目 已 经 少 了 。 
如 果 郁 用 这 入 万 法 分 离 所 有 s 个 坐标 和 时 绒 , 那 末 求 哈密 
乱 - 雅 可 比方 程 的 完全 儿 俘 就 全 部 化 为 求 积 了 。 对 保 诈 体系 而 
首 , 实际 上 只 要 在 方程 (47;6) 中 分 离 s 个 自 变 量 (坐标 ) ,在 完 休 修 
高 的 情况 下 ,所 要求 的 方程 的 积分 具有 下 剂 形式 : 
S=— D8; oa 的) 一 吾 (oa， et, (48,6) 
其 中 , 每 个 西数 Sx 只 依 业 于 一 个 坐标 , 衣 量 吾 刚 是 任意 常数 上， 
… ,0 的 画 数 , 招 So 一 了 代 太 方程 (47,6) ,就 可 求 得 它 ， 
短 环 变量 的 情况 是 分 部 变量 的 特殊 情况 。 循 环 坐标 qn 不 显 
售 在 哈密 顿 面 数 中 , 因而 世 就 不 显 含 在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 。 


这 时 画 数 9( 和 ， 如 一 ) 挛 为 8/8g1y 而 册 方 程 (48，, 4) 很 容易 得 出 


六 ;一 car ， 于 是 . 
S== 8"'(g, 上 十 的 全 » . {48,7) 


这 时 常数 a 不 是 列 的 ,而 焉 是 对 应 于 循环 坐标 的 冲 量 p21 一 98/9g 
的 宫 数 值 。 碎 当 注意 , 对 保守 系统 而 车 , 把 时 间 分 离 碾 -型 的 形 


， 雯 ' 


站 


L$ 43] 劳 敲 严明 TB 


式 是 对 “ 特 革 变量" # 的 牙 高 变量 的 万 法 。 

了 此 可 昂 ,， 在 哈 各 顿 - 雅 可 比方 程 中 从 高 变量 , 包括 了 坟 前 我 
和 们 厂 究 过 的 以 应 用 循环 变 藻 为 芒 玖 的 各 种 简化 运动 方程 的 情况 。 
现在 还 可 声 深 一 桑 询 的 恼 况 : 印 全 坐标 不 是 牺 环 的 ,分 离 变 量 也 仍 
然 可 能 。 这 一 切 都 表明 ,哈密 各 -用 可 比 的 方法 是 求 一 般 运 动 琅 程 
营 吉 积分 最 有 力 的 方法 。 : 

为 了 在 哈密 申 i- 趴 可 比 方程 中 分 次 变 蝇 ,适当 地 选 积 华 标 具 
有 决定 性 的 意义 。 我 们 来 研究 六 各 釉 坐 标 中 分 益 变 最 的 几 个 俩 
子 , 轩 于 宠 们 和 质点 在 各 种 不 局 外 场 中 运动 的 间 题 有 关内 此 只 有 
物理 音义 。 

1. i 在 (7 ,0,5) 代 标 中 ， 哈密 恩 夯 数 


H ge (p? 十 : 二 sy 可 )+UCr, 0 1 有) 
如 于 UV=at(r) tel 3 2 


就 可 分 高 变量 , 式 中 etr ao cz) 是 仔 意 画 数 ， 上 式 及 后 -~ 
项 沫 作 有 怕 理 意 兴 ,因此 我 亲 只 研 穹 下 面 形 式 的 声 : 
| Ualr) + (48,8) 
和 铺 吧 下， 画 数 So 的 哈密 丰 - 雅 订 比 方程 是 


(3) ar) ss | Se) 2m (9) | 十 


To a Pe 0) = 一心 。 

. 考虑 到 坐标 多 最 全 未 的 入 向 六 守 求 ， 国 形 的 角 
Mo~ pap + oT) + N20), 

对 于 画 数 S20?) 入 (90) 我 们 得 到 方程 


OE) amd (0 +8, 


300 下 得 大 程 [ 接 - 上 : 匡 ] 


1 cp 


Bn 


积分 这 两 个 方程 ,最 后 本 和 
S=— Bitwgy- + [YB -2m5(0) — i 和 9+ 


2 二 名 (站 十 志 二 下。 


+ Yamta a(n) 入 or。 (48,0) 


ps ;如 在 这 里 是 村 演 常数 ,对 它们 来 微分 .上 式 ， 二 使 转 有 竺 了 洗 

的 常数 ;我 们 可 得 到 运动 方 种 的 普通 积分 。 

2， 逝 物 线 坐 妹 。 从 了 阅 柱 坐标 (本 节 中 我 们 用 pp， 2 来 囊 示 
它 ) 到 搜 物 线 举 标 六 的 汪汪 是 依据 公式 


?= 证 (0) p= Men (48,10) 


演进 行 的 。 举 标 志和 六 到 内 雪 汉 避 cc 的 一 切 值 ， 容易 证 实 志 有 当 
汐 常 量 的 曲面 是 两 族 旋 转 堪 物 面 仿 轴 是 对 称 轴 })。 引 久 征 径 


下 ， ， 
"= tp 一 条 起 十 份 4 (48,11) 
还 可 把 关系 式 (48,10) 秦 成 另 一 笠 形 式 。 小 时 
二 六 二 2 一 人 一 人 。 (A48,12) 


我 们 来 建立 质点 在 坐标 《， 7; p 中 的 拉 烙 般 日 而 数 。 对 时 间 
钴 分 式 (49,10) ,并 代入 
2 (Ot pp? 2) Up, 9; 2) 
, 国 柱 人 标 中 的 拉 措 和 日 丙 数 ) ,我 们 便 短 到 - 
DRETDS + ) te U Em 9)。 (48.13) 
， 神 量 为 
A Cd Em 
而 哈密 顿 西数 


| 3 六 He abs 


Hn-2. 二 op Up 


mm Etn me 

在 这 种 坐标 中 ,物理 十 有 意义 的 分 移 兴 最 的 竺 其 蚀 a 
下 的 位 能 : 

已 一 


这 中 i 


总 ， A 3 也 四 
mt 十 TL (Ca £) Ko) mt 2 p | 一 


EY) bm 一 
二 下 


循环 给 标 9 以 Bow 的 形式 分 出 ， 输 方 加 二 以 Tot5 4 ， 生 条 齐全 
各 页 , 便 可 得 到 


2 和) + 人 + 


ote) 十 六 人 二 
二 十 加 dr ” 


mb) — 2 1 P70, 
假定 So=pp tHE Sn), 
出 可 得 两 个 方程 
2 Ge) 十 刘 让 ( 【一 ne 十 起 一 号 ， ~ 


2 CAE ) mb -mm tS 外 有 


积分 这 两 个 方 程 ， 最 后 可 得 
= +pop 人 V 人 十 站 一 人 一 -总 2 是 
mB 种 a 
+| 3 2 3 A om | 
式 中 p。， 8 至 是 任意 常数 。 
3 机 图 笃 标 ， 根 据 公 式 
p=0N 8 一， (C43, 
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引 及 这 种 坐标 ,9， 0 。 常 量 o 是 次 摸 参 黄 。 华 标的 数 秆 可 从 

1 变 测 oo, 而 华 荡 有 从 一 到 十 1 。 和 假定 在 > 山上 二 和 如 两 

点 的 坐标 为 2=0 及 z= 一 oC, 如 果 让 入 到 这 两 点 的 中 次 和 7: 
= Cosip, r= GFEo) io, 

有 我 们 能 名 得 到 几何 意义 此 被 明显 的 关系 式 。 把 (48,17) 代 久 此 二 


式 可 得 
. r=Glé—N), ro Tt), 


a 
上 一 DF 2c “ M528) 


把 拉 猪 般 日 画 数 从 立柱 坐标 变换 到 岂 画 垦 标 中 去 ,可 求 得 
I 3 
T= 和 好 -站 (本 了 二 Ty)+ 
peri ) 1-7) UE, np) (48,19) 
出 好 得 到 哈密 馈 辆 吏 
-gE D+ 


(pT +) te, 7 p)o (48,20) 
物理 于 变量 的 各 所 相克 于 他 篆 
rr = (7) 2 he (持久) 于 (| ,~{48,21) 


一 人 有 2 
式 中 st) 和 8(m) 是 任 餐 画 数 。 在 哈 敌 师 - 牙 本 比方 程 中 分 高 次 
最 所 竺 的 苦 忒 是 四 
Ss=——Bitpp+| V2mar B+ dm (Ee) aE 


和 一 了 (6 1)° 


B+2mo btn) 2 , 
十 |V amcz 一 了 (I Ty Fi (48 9 22) 
十 等 二 的 则 亩 是 贞 1, dn 为 需 点 的 铺面 族 
号 1 十， 2 多 (3— 1 一 工 ， 
多 # 的 曲面 是 有 相同 焦点 询 妈 归 面 充 
jf om /a )= Ts 


全 六 亦 草 203 
如 题 
让 球迷 子 酝 声 
TU= 和 — Fy 


(请 傅 志和 雹 与 刘 的 合 城 ， 


让 运动 的 哈密 巾 - 雅 可 比方 程 的 完 允 积分 。 
公 ;这 个 埃 居 于 :48,1 


中 的 类 型 ， 并 且 
性 《人 =a 一 豆 起 ， 已 Cn = 区 3 
本 据 公 这 {8;1 们 可 求 得 
S=— a 2 
“ crispt |Y 2 天 3 下 


Er 十 请 3 ny 
+| 一 i dn 


陈 中 避 天 有 是 人 村 带 束 。 常 获 8 站 更 在 的 情况 下 有 有 确 经 的 窟 多 ; 它 反 腊 


可 一 


BC | 十 到 pp 一 站 Po | 一 了 Dp? 
这 个 量 (将 子 些 村 各 计量 的 音 值 羡 迪 7 拘 守 尾 。 庙 揪 导 时 的 式 子 是 只 有 应 病 
钼 人 存 和 在 时 的 址 动 和 分 ( 现 生 150 

2. 尊 上 题 ;, 但 更 的 局 能 


r- 上 斌 让 
E = + J 
Ti i 


(两 个 相距 20 的 净 正 中 心 的 康 傅 更)。 
解 : 这 个 声 属 对 民 93,21) 的 类 型, 并 习 


扣 55 
人 二 后 Es Din = 和 
模 所 公式 048): 22) 可 求 得 
一 BB— 2mo [a1 ca) t 2 - 
总 一 一 了 局 一 上 
Epo 人 2moi E+ 二 


+ [WY2mosF 9+3 St A 
常数 8 在 现在 的 悄 疯 下 反 红 
让 二 - 上 3 一 


了 3 十 dn Co eos 人 十 Ga OS Ha) 
这 个 重 的 守恒 ) 式 中 型 是 粒子 的 总 冲 量 算 ; 页 和 加 如 图 55 所 示 。 


El 正 闸 太守 [L 第 蕙 齐 ] 


§ 49， 亲热 不 变量 
我 们 水 研 宪 由 革 贿 量 x 所 展 述 的 委 : 一 条 有 限 运 动 的 力学 体 
系 , 套 航 和 这 定 体系 本 身 或 体系 所 处 的 外 丹 的 性质 。 
假定 襄 , 震 量 在 基 种 和 外因 影 响 下 随时 章 炎 要 地 ' 尖 常 说 炮 招 
地 ; 变 化 “黎民 变化 惰 指 在 体 邓 运动 周 曙 全 时间 内 ,变化 很 小 
六! 那 种 变化 , 钟 


TN C49 1 


这 个 笨 系 不 是 封 阳 的 , 它 的 能 最 不 守恒 。 伍 由 于 入 变化 的 多 
慢 , 因而 可 以 相信 , 能 量变 化 和 的 浑 度 万 是 与 驮 量变 化 的 速度 态 碟 
比例 的 。 这 就 意味 着 在 * 变化 时 ,能量 吾 是 套 量 ) 的 某 种 醒 数 。 
挽 钙 话说 ,就 是 有 吾 和 % 的 这 种 和 组合 存在 , 它 在 体系 运动 的 过 程 中 
保 诗 不 深 。 这 种 组合 称 为 稳 热 不 变量 ， 
” 朗 卫 ip, 和) 是 体 又 的 哈密 邮 丽 数 , 宅 依赖 于 参量 入。 按 肥 
式 ( 和 0, 扩 , 体 芭 能 量 对 时 沿 的 妈 微 商 是 


dE _ 2F __ eH dh 
和 


我 注 案 烧 此 等 式 在 运动 周期 央 的 平均 , 考虑 到 ”变化 很 旭 ( 同 时 ， 
实 化 入 很 慢 ), 外 可 移 到 平均 的 符号 外 面 : 


I 


而 多 年 均 画 数 3 区 /8 中 只 把 六 和 9 看 作 变 量 ,六 不 看 作 变 重 。 换 何 
话 训 ,平均 是 对 体系 在 入 为 季 定 常数 竹 的 条 件 下 的 反动 米 进 行 的 o 
把 和 均值 写成 明显 的 形式 
dB Wie 
a Nl dh ? 
根据 哈密 里 方 程 9 二 9 豆 /8p 我 仙 有 


让 49]. 可 和 不作 前 05 


U0 
必 ” 377。 
入 - 
玩 用 这 一 等 式 :我 们 把 对 时 间 的 积分 接 为 对 坐标 的 积分 , 间 纪 局 其 
Y 翅 友 
FtT _。 .上 一 cq 
?=|. 3 
op 


符号 | 是 表示 对 坐标 在 一 周期 内 的 装 个 变化 (“向 前 "和 “向 后 ) 
的 积分 中 。 内 此 


四 和 dg 

dB O_o OF rep 可 

证 一 49,2) 
a8:0p 


已 各 指 出 过 , 这 公式 内 的 积分 应 该 沿 着 》 为 狂 定 常数 条 的 运 

功 情 滋 进 行 ， 沿 善 这 样 的 轨道 ,只 密 顿 商 数 保 主人 不 变 的 数 秆 卫 , 款 

证 量 妈 是 种 标 变 基 4 名 两 个 不 变 的 犯 将 次 量 五 及 的 确定 的 网 

数 。 把 汕 量 香 虑 面 数 204; 天 -和 对 参 唱 2 微分 等 式 吾 (P,93; 和 一 
ci oH o_o 


Eh Gp En 
Ts AH. fi _ ep 
或 全 Ep Ci 


把 丝 式 代 信 (49,2) .的 积分 中 1, 把 下 面积 分 员 的 谢 积 贡 数 全 碟 
bp: ab, : 使 将 


FP 1 l 
jy a a | 本 
a 2 .5 


i at 中 3 pp 
Bp 


DD 和 条 全 季 的 运 节 殿 坊 节 , 机 上 基 个 转向 邓 就 二 从 株 2 各 来 对 ap 的 积 从 席 靖 诬 
“条 个 -- 中 ”上 果 捧 深 到 2 水 进行 0 
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Bp BR ,pM 
或 必 - 淄 了 入 天 /ad 一 0。 
这 等 式 最 后 可 改 了 号 成 ， 
人 7 ， 
这 一 心 ， (49,4) 
式 中 工 裘 示 沿 加入 为 答 定 之 运动 圾 省 的 积分 
T=~ hp dg (49,6) 


这 个 精 果 才 明 ,3 估量 入 收 变 时 , 在 所 讨 蓓 的 近似 情 甩 下 了 是 党 
景 , 邹 工 是 条 和 热 不 变量 @。 z 

量 工 乃 是 体系 能 量 ( 和 次 量 )) 的 醒 数 。 我 个 指出 ， 对 能 量 的 
己 微 南 z 


[部 ( 失 ,3) 女 县 中 的 积分 ] 是 体系 运动 的 周期 ; 


BF 


和 如 果 应 用 体系 相 鸭 道 的 概念 ， 如 可 尽 给 这 积分 以 明显 的 几何 
意义 ， 在 现在 这 种 情 加 下 (一 个 自由 度 ) , 家 塞 闻 是 二 纵 坐 标 系 2， 
4， 而 作 有 周期 运动 的 体系 的 相 栅 道 悬 这 个 平面 上 的 封 姥 曲 站 , 沿 着 
这 条 曲线 所 了 到 的 积分 449,5) ,是 乾 曲 绕 所 包 覃 着 的 面积 。 很 明显 ， 
尼 可 写成 等 效 的 曲名 积 和 ， 


4 一 一 可 3 dp, 
或 者 对 面积 的 二 重 积分 


` 作 为 一 个 例子 , 我 们 亲 确 定 一 杂 振 子 的 初 执 不 变量 。 宪 的 哈密 顿 
一 数 - 


中 可 避 证 内 ,I 和 常 效 秆 的 区 司 蚌 一 个 罗 数 性 的 小 量 [ 闸 果 陋 数 入 ( 介 汉 有 奇 点 ]。 


[$40]  -. 思 热 水 变 显 2 


-和 一 -vv -一  - CC 


全 
eb ” 
式 中 心 是 握 子 的 加 有 类 纵 。 相 地道 方 各 四 能 晤 守 司 定律 鼠 \D, 全 一 


一 如 藻 出 ,这 是 以 MZ 再 和 NV/ 37 砚 开 为 中 轴 的 笛 轩 , 它 的 而 
积 ( 除 以 2z) 


T= 过， (49,7) 
TD 
此 量 的 绝热 不 变性 意味 着 , 当 振 子 的 雁 量 变化 很 缓慢 时 ,能 量 


和 频 玲 成 正比 。 

借助 于 葬 工 , 可 以 答 出 封 朋 体系 ‘参量 是 不 变 的 ) 运 到 万 程 新 
的 害 义 。 ， 
选 工 作为 新 冲 量 ， 作 变量 bp, 9 的 正 是 变换 。 这 时 导 引 豆 数 
庶 该 是 器 为 9 和 了 的 责 数 的 生得 了 的 作用 量 ” 训 。 事 实 上 ,在 体 
系 能 重 答 定 的 情况 下 ，5 可 以 被 氏 定 。 人 也 在 痢 并 体系 中 , 了 工 只 是 
能 量 汐 画 狼 ;因此 5 一 定 能 喜 达 胶 男 数 ok ,了 0 的 形式 ， 仿 招商 


On YY -PE 各 EN zx 


Om (4 9 了 ) 

一 人， (49,8) 
这 个 等 式 与 正则 变换 (各 ,8) 的 第 一 个 至 式 相符 合 。 第 二 个 公式 笛 
定 痢 -坐标 所 我 们 用 吧 素 事 示 它 ) 


we Bg DD) (49,9) 


变量 和 如 称 为 正则 变量 ,并 日 工务 为 作 尿 变量 ， 而 oo 称 为 角 变 
登 全 加 
既然 导 引 开 数 Sok9， 站 不 明显 地 依赖 于 时 泣 , 那 来 新 的 哈密 
坡 ( 画 数 [7' 等 于 用 新 变量 表达 的 则 哈密 知 丽 数 百 。 换 龟 话 订 ，H' 
是 家 为 作用 变量 夯 数 (I) 的 能 最 。 正 肌 变 量 的 哈密 顿 方程 分 别 
为 
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ee Oo ee 


i=0, = (49,10) 


还 如 像 应 当 有 的 一 样 ,从 第 一 个 方程 得 到 了 ~ 常数, 于 是 除 能 
量 外 ,是 工 普 是 常数 , 从 第 二 个 方程 可 看 出 , 角 变 量 是 时 疗 的 线性 
鲜 数 : 
-7 十 常数 。 (49.11) 
作用 晤 Sotg,7) 是 坐 疆 的 非 单 值 画 数 。 每 轻 过 一 周期 ,这 个 
画 数 并 不 巡 园 到 原 米 的 数值 ,而 得 到 二 量 


ASo= 2 了 (32) 

这 由 公式 58o= {pag 及 定义 (49. 且 可 硅 出 。 奉 同样 的 时 阳 内 ， 角 
变 基 也 网 此 慕 得 增 基 2 

AW= oe = 4So=2 (40,13) 


[让 可 直接 应 册 翁 式 {49, 贡 ) 及 周期 的 表达 式 (49,6) 来 证 实 ]。 

相 肥 的 ,如 果 我 们 用 正 有 变量 来 小 东 9 和 2 [或 它 司 的 任何 党 
值 丙 数 了 了 Cp; 分 1, 那 来 在 w 改变 2r 时 ， 这 些 画 数 将 不 改变 站 包 
的 数值 (在 狠 定 了 的 情况 下 ) 。 换 避 话 部 , 用 正 风 变量 素 玫 这 的 任 
_ 何 一 个 畦 值 责 数 六 CPp， 9) 都 是 人 的 周期 画 数 ,而 周期 等 于 2。 


4 50， 多 焰 运 动 的 一 般 考 质 
我 从 现在 来 研究 作 有 限 运 动 : 对 所 有 的 坐标 来 说 ) 的 多 自由 诬 
体 系 。 假定 这 时 阿 题 序 社 楼 脸 密 同 - 雅 可 比方 法 完 双 分离 变量 . 这 
就 是 语 ; 通 过 话 当 的 坐标 选择 , 亲 短 了 的 作用 最 将 基 
So = Ss) ? (BO0,1) 
着 且 其 中 的 每 个 画 数 都 只 依 地 于 一 个 举 标 。 
获 然 三 久久 量 是 
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于 ， 卡 疼 数 8 可 嫩 成 
So 一 | Peay. (50,2) 


这 些 而 数 是非 昔 值 的 。 由 于 寺 动 的 有 限 性 ,每 个 举 标 独 只 可 
能 在 有 限 的 区 册 内 变化 。 当 9 在 此 区 因由 向 前 ”和 <“ 癌 后 " 奕 化 
时 .作用 量 获得 墙 量 


Si (50.8) 
式 趾 了 是 
I | 2 dyn 60, 


这 时 是 对 粹 定 的 地 交 变化 二 积 从 
司 二 下 对 一 个 昌 由 度 的 入 学 [ 天 fi 抽 一 样 , 表 人 科 现 在 本 进行 下 
岂 变 换 。" 作 有 钙 变 量 ”I 和" 角 变 最 
Solg 1) itm 1) (50.5， 


- al, 人 of, 

年 全 新 的 变量 , 这 里 的 学 让 硬 数 全 入 天 : 扫 攻 .记过 为 华 标 和 请 的 
出 数 ;条 用 这 些 变 最 的 运动 方程 

1,=0, == 六 ~ A 


， 


at 
炽 注 
了 ,= 常数 ， (50,0) 
t= (50,7) 
ol 
几 与 :49,18) 美和 伺 的 神算 ,可知 译作 3 部 
di = (50.,8) 


a di 的 整个 向 前 和 于 语 的 这 化 对 应 。 扩 和 妇 话 
. 隔 wilq， TY 本 坐标 的 非 针 箱 质数 . 在 尝 杯 变 企 而 园 到 逢 条 肘 ， 


人 站” 般 而 我 倚 误 机 狂 出 ， 这 里 所 可 的 基业 标 二 在 坦白 的 新 再 区 阿 岗 的 形 交 上 的 

开 从、 陆 汞 逮 撞 在 一 -个 实际 下 和 惠 的 图 期 内 华 反 的 及 合集 一 -林带 直 阳 请 沈 就 是 这 样 1a 

允 惧 出 庆 体系 的 有 眼 活 动 在 一 般 情况 下 ， 全 动 ， 办 是 它 的 藉 个 名 标 
陇 荐 时 国 的 变 作 ,者 是 非 半 期 性 的 ( 见 下 商 :。 


2i0 正 出 方 各 *。 [第 七 章 ] 


一 一 -一 :一 一 


它 可 能 改变 2x 的 任何 莫 数 倍 。 这 个 性 质 可 像 夯 数 si(p， 9)( 通 过 
坐标 和 冲 量 来 表达 ) 大 休 深 的 相 空 间 中 的 往 贤 一 痒 来 定 出 。 艇 绒 
当 遂 过 变量 多 杀 1 9 用 示 臣 五 时 ， 了 ;是 7 各 9 的 音信 本 数 , 那 术 拒 
TCp, 四 代入 tag 了 ,我们 便 得 到 两 数 加 1p, 鸭 ， 在 沿 相 容 关 内 
性 何 封 团 曲 线 烷 时 , wtp, 的 可 能 改变 27 的 人 性 何 整数 们 (或 者 
堆 )。 

由 站 可 得 出 灶 洽 : 体系 状 志 的 性 何 单 值 丽 数 所 (p, 9) @ 当道 
过 正 央 变量 来 表达 时 , 乃 是 角 变 量 的 周期 画 数 ， 关上 且 月 期 部 是 2oro 
到 此 它 可 展 成 傅立叶 重 稻 数 


FP= ™ 4 ple thes th tee) (50,0) 


{fi, i， Ts i 是 整数 ) 位 拒 作 为 时 间 的 面 数 的 角 变 量 伐 大 区 式 刘 以 
发 现 习 对 时 间 的 依 畏 关系 由 下 面 形 式 的 和 所 确定 : 
= pp 三 > A nn orp | (4 学 + :十 玫 完 )t。 《0 ， 40) 


bs- t= 


雍和 和 市 的 每 一 项 都 是 以 


(50,11) 


为 里 率 的 时 间 的 周期 国 数 。 然而 , 饶 然 折 有 这 些 频 率 一 般 谣 来 并 
不 是 某 一 个 频率 的 整数 (或 有 理 分 数 ) 倍 , 那么 整个 和 就 不 是 严格 
的 周期 机 数 。 煌 别 说 来 ,坐标 9 种 量 不 身 就 是 如 时。 

由 此 可 见 ,在 一 般 情 况 下 ,体系 的 运动 不 但 就 整体 而 昔 不 是 严 
格 周 期 性 的 ,而 且 对 任何 一 个 坐标 而 次 也 不 是 严格 周期 性 的 。 这 就 
是 褒 , 如 果 体系 弥 过 了 其 一 状态 , 那 示 体系 吉 过 任 章 长 的 有 限时 间 
”都 不 会 重新 再 痢 这 个 状 坊 。 然 而 可 以 肯定 , 痉 寺 足够 其 的 时 间 司 ， 


DH， 辐 为 相 荡 27 将 数 倍 徇 证 都 对 度 于 体 汪 的 司 一 状 前 , 所 及 “阿坝 出 标 ” 一- 
背 员 (下 205 页 注 } 一 一 和 体系 并 坟 的 关 罗 是 涯 嵌 值 药 。 头 中, 如果 旦 标 4 四 高 这 样 的 
和 朋 ,出 它 锁 只 以 其 谷 0o8 gy 或 5 的 由 孙 式 和 包 僻 在 甘 数 万 好 ， 匀 千 , 而 且 这 些 喜 示 式 
科 煤 车 敌 玉 的 活 有 盏 基 轩 入 的 。 


Ls 0] 光 亲 运 革 的 一 租 性 履 £2311 


体系 会 万 恨 接近 于 这 个 状态 。 由 于 这 个 性 质 ， 和 这 种 运动 巴 了 为 委 件 
局 斯 运动 。 

在 许多 特 原 情 党 下 , 直 本 频 屯 co 一 5:01 中 有 葬 个 (或 更 甸 

个 ' 是 能 鲍 相 欧 的 (在 1 的 值 为 任意 的 情况 下 ) 这 时 我 们 就 说 在 在 

关 阴 而 如 果 记 有 3 个 闫 率 帮 能 相约 ;于 未 体系 的 运 庵 由 做 完 金 

节庆 延 动 ， 在 后 一 种 情况 下 ; 运动 显 名 是 严格 的 周期 运动 ,因而 所 
有 粒子 的 加 首 部 是 封闭 的 。 

简 划 现 大 在 首 先是 减少 了 体 迷 能 县 所 人 情报 的 狐 焉 昼 (1 的 数 


里 。 就 两 个 结 率 co 各 os 园 的 关系 为 
a a 
mB gE， (50,12) 


式 中 7 有 有 ia 是 整数 。 由 此 可 得 出 录 稚 :六 与 2 公 以 refi + ofa 
的 形式 包 合 在 能 景 中 。 
晶 值 积 共 的 数 上 日 畔 之 非 简 并 惊 系 (自由 度数 入 网 的 一 般 情 况 
于 的 数目 有 所 息 训 是 入 关 运动 很 重要 的 特点 。 在 非 简 并 的 情况 
下 ,23 一 起 个 运动 积分 中 , 湛 有 3 个 体系 的 状态 夯 数 是 蜗 企 的 , 线 
如 襄 , 它 们 的 完 翁 集合 是 工 。 剩 下 的 8 一 个 积分 庙号 成 下 则 3 深 的 
形式 : 
wg7 (50,18) 
从 公式 50, 门 可 直接 得 莉 这 些 明 不 次 的 圭 论 , 但 由 于 售 次 向 是 活 
尝 符 的 , 宪 们 巴 是 体 邓 状态 的 单 值 册 数 。 
”在 存在 简 并 的 情况 下 就 不 同 了 。 例 如 , 鉴于 (50,12，， 运动 和 
分 
be (B60,14) 
量 是 菲 尝 和 萌 的 ， 然 而 它 药 尘 宁 镇 赃 权 仪 在 于 增加 2 的 任意 莹 溉 
翌 。 因此 为 了 要 得 汉 交 站 章 值 运动 积分 ， 只 须 取 这 些 量 的 三 商 丙 
狼 就 够 了 。 


Ee Dad 如 I[h 部 ] 


全 鲜 匠 一 一 @ 中 鸭 志 巧遇 本 世贸 题 ， 就 是 入 大 运 动 的 一 个 
例 和 下。 下 是 这 个 情形 ,使 拇 队 了 通常 的 两 个 香 什 积分 (我 铺 拼 为 运 
动 鞭 重 莉 的 ) 刘 ,还 出 现 新 的 ,特别 的 军 值 运动 积分 , 面 两 个 通常 的 


， 还 动 积分 是 短 开 和 能 量 及 , 宝 们 吓 在 任何 中 心声 时 的 运 劲 所 特 


省 鸭 。 

_ 生 同 也 应 当 注 意 , 测 戎 单 值 稳 从 的 出 现 也 可 导 册 一 个 种 村 返 
动 醒 特性 :和 芒 天 和 运动 系 只 是 在 革 一 种 中 毕 标 选择 的 情 交 下 ,而 是 存 
种 覃 堂 标 选 择 的 策 融 下 吉 完 全 分 议定 量 ， 实 际 .上 , 量 上 在 可 和 分离 


变 企 的 坐标 中 是 单 值 运动 积分 ,然而 当 存 在 简 着 时 , 曙 值 运动 积分 . 


的 数目 超过 *， 因此 从 市 获取 作为 景 五 的 那些 运动 积分 就 不 是 只 
一 售 } 了 | 


-我 网 仍 用 到 下 蔓 运 妇 年 蜀 鲍 了 下 而 戎 在 珠玉 标 中 ， 还 是 在 舌 


物 红 坐 标 中 ,部 可 分 高 从 报 ， 

在 上 节 中 全 指出 , 宇 一 艇 首 限 和 运动 的 情 死 下 ,作用 变 晤 外 和 萎 起 
不 计量。 这 个 铬 询 对 于 包 各 由 讶 怀 系 也 是 正确 的 、 下 面 我 个 入 此 
守 在 一 般 和 情况 下 的 证 明 ， 

我 们 仍 用 4 由 玫 茶 灾 化 炒 提 的 体系 穴 景 时。 在 进行 由 次 食 
pf 漳 要 量 了 ,ww 的 正则 次 谢 时 , 我 们 知道 , 导 引 酚 数 是 作用 晤 
Soty; io。 它 恤 傅 表 二 获 荐 一样 流 起 于 量 和 。 而 如 果 依 瑚 下 时 
疝 , 泪 末 画 数 Solq, CD; 所 将 直接 依 顿 于 时 站 ， 这 时 新 的 哈 
客 嵌 研 数 五 ' 并 不 和 于 为 能 最 台 丰台, 按 正 贡 变 换 的 一 般 公 
式 (46,8) ,我 全 有 

于 二 0 =B(T) 十 A， 


mh 这 里 我 俩 撤 开 储 一 tk 的 夫 标 的 前 演 变换 ! 氏 不 最 为 粹 邮 
种 窜 樟 后 就 基 荔 一 各 举 标 选择 了 … 绎 者 汗 :， 

转 ”为 了 公式 的 附 寞 周记， 让 多 向 宇 民有 一 个 套 避 ,但 是 这 点 简 江 明 夺 于 姑 展 黎 
日 任 意 的 恬 沈 者 基 有 将 的 。 


L$ £0 宇多 汉 训 的 一 此 珍 败 “18 


本 fe 
这 只 引 信也 庆 本 =-( Se) 。 
险 千 巍 廊 程 评 花 纵 山 

让 二 一 ot ds {b0, 18) 


在 一 定 的 时间 间隔 内 来 全 均 这 一 等 式 ,这 个 时 间 间 全 太 站 尊 
条 的 此 本 周期 , 但 在 这 有 时间 半身 内 变化 很 小 。 因此 在 在 均 篇 江 
有 有 过 的 时 媒 , 久 可 提 到 斑 均 号 的 外 边 , 丽 在 于 殉 84/8w 时 ;我们 
证 为 体系 的 运动 在 ， 数值 不 变 的 条 件 下 进行 ,内 而 其 有 前 西 所 误 
和 过 的 条 件 导 其 运动 的 性 览 。 

和 作用 熏 o 是 半 标 的 非 单 俯 枉 村 . 当 汇 标 男 弹 初 值 上 时， 栓 沸 
as 的 整数 懂 。 微 = 656 5; 攻 缀 第 储 图 数 , 因 深 铂 分 是 
在 I 之 信和 不 收 康 的 笨 件 下 进行 的 而 在 这 个 荣 件 下 So 的 声 盘 将 
枯 、 轩 是 , 囊 为 角 变 最 大 的 出 粗 内 十 尽 同 占 了 数 ， 这 出 六 访 微 阐 
3 em 的 村 均值 签 十 老 ; 因 引入 据 i00,15) 可 得 


a (ai 


ot Csi 


这 就 证 明了 医 开 的 炮 接 不 变性 ，。 

最 后 ,关于 在 晴 一 般 情况 下 多 ts 个) 自由 度 封 好 体系 有 限 运 洪 
的 鱼 嫩 作 儿 点 家 明了 这 时 不 忆 定 存 晓 密 毅 - 站 可 比方 经 中 可 能 从 次 
变量 。 

有 可 分 更 恋 量 的 体系 的 主 昌 慌 : 览 旺 远 动 积 代 五 的 志和 信 共 ， 
的 数 日 等 于 体系 的 自由 度数 。 在 一 哄 的 精 沁 下 ， 如 果 体 系 的 恋 据 
不 能 分 离 , 宣 值 运 动 积分 就 陵 于 那 入 一些 基 , 农 们 的 不 变性 玉 叶 了 
空 曾 和 时 辕 的 均匀 挫 及 各 疝 辣 性; 也 蓝 是 次 ; 音 伞 运动 积分 旦 识 苦 
党 恒定 律 , 市 量 池 垣 定 华 和 种 是 敌 客 收 省 律 。 体系 的 胡 翰 还 是 在 
南 痊 定 的 单 值 运 动 积 分 的 常数 能 所 去 定 的 亚 些 相 空 间 的 区 这 中 。 
对 于 可 芳 离 变量 的 ,有 3 个 举人 秆 运动 积分 的 体系 ;运动 积分 法定 相 
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限 釉 密 地 复 盖 在 这 个 多 条 曲 面 上 。 
对 于 变 基 不 能 分 离 的 ,有 较 少 的 (在 同样 的 s 时 ) 沸 值 积 入 的 
体系 , 相 琢 迹 在 相 裕 间 办 (完全 或 局 部 ) 充 注 引 数 较 多 的 范围 ( 签 ) 。 
最 后 我 们 指出 ,如 时 哈密 眶 泵 数 和 可 分 离 变 量 的 画 数 间 的 状 
测 仅 仅 是 役 小 的 项 , 政 未 运动 的 性 扯 将 接近 于 条 件 周期 运动 的 性 
息 , 并且 这 种 接近 的 程度 , 远 远 超过 哈密 额 醒 数 中 附加 项 小 的 程 
上 度 。 、， 


留 .是 


喜 计 算 在 编 C= 二 afr 中 之 椭 图 运动 的 作用 变量 。 
解 : 在 运动 在 面 上 的 柜 华 标 +; 2 中 有 . 


1 for 
Tan)s ep， 


-2 oi 六 
et ET ETE -re 人 


由 此 , 以 作用 变量 所 雪 还 的 能 量 


I? 


它 只 护 下 二 I+1y， 这 就 意味 着 运动 是 入 并 的 , 序 两 个 基本 频率 ( 即 g 和 ?+ 改 
变 的 辣 率 ) 相等 。 
I 了 


2 | 
J 一 一 于 .二 1 一 分 
模 轿 公式 Png’ =l (xr) : 


通 济 和 了 I 来 表达 坏 诞 人 忽 入 8 各 8[ 史 (15, 人 多]。 由 于 二 和 了 I 两 个 量 的 和 
热 不 蛮 性 , 当 柔 数 a 或 质量 mw 变化 艇 惕 时 , 未 道 的 偏心 率 二 这 ， 而 就 道 的 区 
六 和 rH 及 成 友 庄 。 


